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Absztrakt: Manapsag észre sem vesszilk, hogy a mindennapjainkat koril veszik a grafelméleti

torvényszerliségek. A graf, mint

modellezési forma jelen van a

természettudomanyokban,

szamitogéptudomanyban, gazdasag-és tarsadalomtudomanyban és a kozlekedésben is. A 1égikdzlekedés
kritikus infrastruktarak k6zé sorolhato, ezért kiilondsen figyelni kell a hibat(iré képességére. Az Eurodpai
Uni6 (EU) tagallamaihoz tartozé nemzetkdzi reptérhalozat, hibatiird képességét vizsgalom, amihez a
tobbszoros Osszefiiggdséget, mint grafelméleti elemet fogom hasznalni.

1. BEVEZETES

A halézatokat kiilonb6z6 matematikai modszerekkel tudjuk
elemezni, aminek legalapvetdbb eszkoze a grafelméletet. A
graf, pontok és élek halmazabol tevddik Ossze, amelynél az
¢lek felelnek egyes csomopontok kozott 1évé kapcesolat
megjelenitéséért. Az altalam kivélasztott 1égihdloézatnak a
csomoépontjai lesznek az orszagok és az dket 6sszekdto jaratok
pedig az élek. A tobbszords Osszefiiggdség megmutatja, hogy
mennyire ellenalld timadasokkal szemben egy graf, azaz hogy
maximum mennyi €lt lehet eltavolitani ahhoz, hogy a haldzat
tovabbra is Osszefiiggli maradjon. A cikkben kitérek arra is,
hogy milyen hatassal bir egy-egy ¢l eltavolitasa. Végiil a
szamitashoz sziikséges grafalgoritmusokat programozoi
feliileten fogom megvalositani.

2. GRAFELMELETI ALAPFOGALMAK

A cikk teljes megértéséhez sziikséges néhany fogalom
ismertetése.

Egy grafot két halmaz alkot: G = (V, E), ahol a V halmazba
tartoznak a graf csucsai/pontjai és az E halmazba pedig a graf
élei. A csticsok kételemii részhalmazai tartalmazzak az éleket.

Iranyitott egy graf, ha élei rendezett parok, amiket nyilakkal
jeloliink. Hurokélnek nevezziik azokat az éleket, amiknek a
kezd6- és végpontjaik ugyanazok.

Az Osszetett grafok tobbszords éleket is tartalmaznak, amik
kett6 vagy tobb eltér6, nem hurokélnek a végpontjai
egyformdk. Fokszdm a csticsokba vezetd élek Osszességét
jelenti. Az Ut az éleknek azon sorozata, mely egy csucsot
legfeljebb csak egyszer érint.

Eldiszjunkt utaknak nevezzik az Osszes olyan utat,
amelyeknek nincsenek kozos élei.

Pontdiszjunkt utaknak nevezziik az 6sszes olyan utat, aminek
a kezd6-és végpontjai kivételével nincsenek kézds pontjaik.
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Egy G graf osszefiiggd, ha barmely két csticsahoz tartozik
csticsot 0sszekotd ut a grafban, ezen utak a G graf részgrafjai.
A H (V’, E’) graf a G (V, E) részgrafja, ha V 'CV és E'CE
illetve, egy csucs vagy ¢l pontosan akkor illeszkedik egymasra
H grafban, ha G-ben.

Artikulacios pontok halmazaba rendeljiik azokat a pontokat
egy Osszefiiggd grafban, amiket elhagyva a graf elveszti
Osszefligglségét.

Elvago ¢élek halmaza tartalmazza az Gsszes olyan €lt, amely
eltavolitasaval a graf elveszti 0sszefligglségét.

A tobbszords dsszefliggdségnek két tipusat ismerjiik. Egy graf
lehet k-szorosan pontdsszefliggd, ha legalabb k+1 cstcsa van
és barhonnan eltavolitunk k-nal kevesebb csticsot, akkor is
még Osszefliggd marad a graf. Tovabba lehet k-szorosan
¢losszefliggo is egy graf, ha eltavolitunk k-nal kevesebb élt és
igy is még Osszefiiggd marad a graf.

3. EU NEMZETKOZI REPTERHALOZAT HIBATURO
KEPESSEGENEK SZAMITASA

3.1 Adatbazis és lokadlis él-Osszefiiggdség

A szémitashoz elsésorban a tobbszords dsszefliggdséget, mint
grafelméleti elemet fogom hasznalni. Az Eurdpai Unio 27
tagallamanal csak azokat a reptereket vettem figyelembe,
amelyeket a tagallamok egyike iizemeltet és nemzetkozileg
elismert, azaz katonai és magancéli reptereket szintén
kizartam. Az alabbi abrakon (1-2.4bra) az lathatd, hogy mely
orszag melyik masik tagallammal van kdzvetlen kapcsolatban.

Papir 16
Szerz6i jog 2021 Budapest, MMA.
Szerkesztd: Dr. Péter Tamas



Az Eurdpai Unié légihalézatanak elemzése grafelméleti médszerekkel

Ausztria

Bulgiria Horvitorszig Ciprus

Franciso. Szlovikia Portugilia Lengyelo. Stlovénia Lettorszig

Auszria  Austia  Dénia
Beigium  Beigium sz
Bulgbria  Frar
Ciprus
Dénia L
Finno.  Németo

Franciao.  Olasto,
Gorbgo.  Swédo.
Hollandia
Lengyelo
Nemeto
Olaszo

Lengyelo
Luxemburg  Lu
Magyaro
Méita

Lewo
Luxemburg
Németo.  Magyaro

Lengyelo.
Letto.

spanyolo.

Své
Stiovikia  Swido.  Romania

Spanyolo,

1. abra

Litvinia Rominia Spamyole. Fsztorszig Milta  frorszig Fimmerszig Magyars. Svéderszig Olasze.  Belgium Hollandia Lusemburg Girdgorszig

2. abra

Az elsbdleges célom, megvizsgalni a halézat csomopontjai
kozotti  kapcsolatot, tehat az él-Osszefliggéséget kell
kiszamolni. Ez az érték megadja a minimum ¢élszamot, amit
még eltavolithatok a grafbol anélkiil, hogy szétesne két
kiilonb6z6 komponensére. Azonban ehhez a lokalis k-él-
Osszefliggdseég sziikségeltetik, ami Menger tételébdl adodoan
minden k-élosszefliggd G grafra igaz, hogy tetszélegesen
kivalasztott két pontja (u, v) kozott talalhatd k darab élidegen
ut. Ennélfogva egy G graf lokalis él-0sszefiiggdségén az (u, v)
csucsok kozott elhelyezkedd éldiszjunkt utak maximalis
szamat értjiik.

3.2 Grafok abrazolasi modjai

Mielott még a konkrét szamitdsokat végeznénk, fontos
megvizsgalni, hogy milyen formaban deklaralhatunk egy
haldzatot, programoz6i felilleten. A gyakorlatban kétfélét
kiilonboztetiink meg: adjacenciamatrix és szomszédsagi lista.
Az ¢éllistas modszert, ritka (kevés élt tartalmazo) grafoknal
hasznaljuk, hiszen a programban elfoglalt memoriaigénye
aranyos az ¢élek és pontok szamaval. Azonban az EU
nemzetkdzi reptérhalozatat tekintve elmondhato, hogy a stirli
grafokhoz tartozik, ezért a matrix format valasztottam.

Ha van egy G=(V, E) grafunk, aminek a cstcsainak szamat n-
nel jeldljiik, akkor ezt egy n*n-es matrixba lehet abrazolni ugy,
hogy az oszlop-és sorindexek megegyeznek a graf cstcsaival.
A matrix feltoltését pedig az alapjan adtam meg, hogy adott
csticsoknal van-e él, azaz indul jarat a két orszag kozott:

.+ _(Lha(i,j)€EE
Clojl= {O,ha (i,)) ¢ E

Az iranyitott, silyozott adjacenciamatrix lathato (3.4abra), ahol
0.indexszel jeldltem Ausztriat és a (l 2. abra) megfelel6en
haladtam az indexek novelesev egésze 26 -0s sorszammal
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a kiindulasi csomopontot, azaz orszagot, mig az oszlopok a
célorszagot. Az éltalam létrehozott sulyozasi szabalyrendszer
f6 szempontja az, hogy az élkapacitasok értékei
megegyezzenek az adott kiinduldsi orszdg nemzetkdzi
reptereir6l inditott jaratai szamaval. Vegyik a 0. indexii
Ausztriat, akinek 6 nemzetkdzi reptere van és ezek koziil
mennyib6l  lehet eljutni a  célorszagok  egyikébe.
Erdekességképpen a matrix atlojaban csupa 0 érték keriilt,
hiszen ezek a hurokéleknek felelnek meg, azonban a belfoldi
jéaratokat nem vettem figyelembe.
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3. ébra
3.3 Grafbejaras kétféle modszerrel

Természetesen minden grafalgoritmusndl sziikségiink lehet a
graf szerkezetében tarolt informaciokra, csucsok helyzetére,

élkapacitdsokra. ~ Ehhez  kétféle  bejarasi  stratégiat
hasznalhatunk: szélességi (BFS) ¢és mélységi (DFS)
algoritmust.

BFS-algoritmus: els6é 1épésként meg kell adni egy

kezdBcsomopontot (s), majd megnézi a tdle egy egységnyi
tavolsagra 1év0 csucsszomszédjait. Utdna az s csucstol keresi
meg a téle két egységnyi tavolsagra 1évo pontokat, amik
egyben s csucsszomszédjainak a szomszédjai €s ez megy
tovabb mindaddig, még az Osszes csomopont fol nem lesz
deritve. Ha a bejaras kozben egyszer mar megtalaltunk egy
csomoépontot, akkor ha 0jbol ralelnénk, nem kell figyelembe
venni, azaz keriiljiik a duplikaciot.

DFS-algoritmus: megadunk egy kezd6csomopontot, amitdl
haladunk tovabb a véletlenszerlien kivalasztott iranyitott
éleken, mindaddig amig méir nem taldlunk felderitetlen
cstcsot. Még ezzel nem biztos, hogy teljesen foltérképeztiink
mindent, igy ilyenkor visszamegyiink az ut utolsd eldtti
csucsaig, majd onnan keresiink tovabb haladd utvonalat mas
bejaratlan csomopontokba. Ha innen sem vezet mar Gjabb ut,
akkor megint visszamegyiink eggyel korabbi csticshoz. Végiil,
ha mar nincs tobb felderitd ut a kezddcsomopontbol (s) akkor
azt mondhatjuk, hogy s pont mélységi bejaras algoritmusa
végéhez ért. Azonban megeshet, hogy kezddcsomopont
bejarasa lezarult, de a grafnak tovabbra is marad még
felfedezetlen pontja, ez csupan csak annyit jelent, hogy nem
minden pontot tudunk elérni a kezdOpontbol. Ez esetben
valasztani kell egy 0 kiindulasi pontot (felfedezetlen pontok
koziil), majd tovabb folytatjuk a DFS-algoritmust.
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3.3 Ford-Fulkerson tétel

Ahhoz, hogy a haldzatnak kiszamitsuk a lokalis ¢él-
Osszefliggdséget, sziikségiink van a Ford-Fulkerson tételére,
ami a maximalis folyam és minimalis vagas elvén miikodik.
Halozatnak tekintjiik az 0sszes olyan G grafot, melynek két
kitiintetett pontja van forras (s) €s cél (t) és minden élhez
hozzarendeltiink egy nemnegativ valdés szdmot, ami az él
kapacitasat jelenti (c(e)), 6sszefoglalva: egy halozat (G; s; t; ¢)
Osszetevoi.

Folyamnak nevezziik azt az f fiiggvényt, mely minden élre
igaz, hogy f(e) < c(e) ¢s Y. {f(e)le végpontja vi — Y {f(e)le
kezddpontja v} =0 és v € V(G) kivéve az s, t pontokat, tehat
egy csucsba Dbefolydo folyamértékek Osszege mindig
megegyezik a cstcsbol kifolyoval. Gyakorlatban toreksziink
minél nagyobb kihasznaltsagra egy-egy halozat esetében, erre
hasznalunk javitd grafokat, amik megvizsgaljak, hogyan
lehetne novelni a folyam értékét.

Legyen X € V(G) a csticsoknak egy nem iires részhalmaza, és
tegyiik fel, hogy s € X, valamint t € V(G)-X. Az olyan éleket,
amik X halmazbol V(G)-X halmazba mutatnak nevezzik (s,t)-
vagasnak. Ez a vagas meggatolja az atjutast s-bol t-be. A vagas
kapacitasat (c(C)) a vagasban szerepld éleken 1év6 kapacitasok
Osszege hatarozza meg, amely X részhalmaz egyik pontjabdl a
V(G)-X részhalmaz egy masik pontjaba mutatnak, de csak az
eléremutato ¢leket vessziik figyelembe.

Végezetiil a Ford-Fulkerson tételére térnék at, amely magaba
foglalja azt, hogy egy hal6zatban felfedezett maximalis folyam
értéke megegyezik a minimalis vagas értékével és egyben
megsziinteti az s, t pontok kozti kapcsolatot.

4. IMPLEMENTACIOS EREDMENYEK ELEMZESE

Miutan atvettiik a sziikséges grafalgoritmusokat, nézziik meg,
milyen eredményekre tehetiink szert, mindezt C#
programnyelven keresztiil. Ugyelve a graf megfelelé bementi
forméajanak deklardlasara, majd a grafbejarasi metodusokat
koveti a minimalis vagast keresd algoritmus, végezetiil pedig
akifratas. A 4. dbra mutatja, hogy Ausztridnak, mint kiindulsi
csomopont, mely ¢élei tartoznak a minimalis vagashoz
sziikséges halmazba tehat, ha egyidejiileg ezeket az éleket
eltavolitandm, akkor Ausztria izolalt ponttd valna,
elszigetelddne a tobbi orszagtol. Az 5. dbra pedig a minimalis
vagashoz tartozo ¢lek kapacitasanak dsszegét adja, ami egyben
a maximalis folyamértékével is megegyezik. Az eredményt
tekintve elmondhatd, hogy Ausztria nemzetkdzi reptereirdl
inditott 50 jaratot tordlni kell, hogy megsziinjon a kapcsolat a
tobbi tagallammal. Tovabba Ausztria sem 100%-osan védett a
tamadasokkal szemben, hiszen a 22 lokalis é1-0sszefiiggségét
novelni kellene még 10j élekkel, hogy legaldbb minden
tagallammal legyen egy k6zos éliik.
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[E8] Microsoft Visual Studio Debug Console
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>Options->Deb
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ole when debugging st

Press

4. abra

ximalis folyam értéke 50

:\Users\Piszuka\Desktop\Ford-Fulkerson algortimus\Ford-Fulke
algortimus\bin\Debug\netcoreapp3.1\Ford-Fulkerson algort
.exe (process 16564) exited with code O.
To automatically close the console when debugging stops, enab
le Tools->Options->Debugging->Automatically close the console
when debugging stops.
Press any key to close this window .

5. dbra

Osszehasonlitésképpen ~ megnéztem,  melyik  orszag
rendelkezik a legkisebb hibatlird képességgel. Az egyik
Lettorszag, akinek az alabbi (6.abra) latszik, mely ¢éleket
kellene eltavolitani és ez egyuttal 8 jarat torlésével jarna
(7.abra).

[&8] Microsoft Visual Studio Debug Console

16
21
22
24

K:\Szakdolgozat 2021\sulyozott,iranyitott graf minCut\sul

yozott,iranyitott graf minCut\bin\Debug\netcoreapp3.1\sul

yozott,iranyitott graf minCut.exe (process 16988) exited
with code 0.

To automatically close the console when debugging stops,

enable Tools->Options->Debugging->Automatically close the
console when debugging stops.

Press any key to close this window .

6. abra
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[&8] Microsoft Visual Studio Debug Console

A maximalis folyam értéke = 8

K:\Szakdolgozat 2021\Ford-Fulkerson algortimus\Ford-Fulkerson algortimus\b

in\Debug\netcoreapp3.1\Ford-Fulkerson algortimus.exe (process 16588) exite
with code 0.

To automatically close the console when debugging stops, enable Tools->Opt

ions->Debugging->Automatically close the console when debugging stops.

Press any key to close this window . . .

7. dbra

Esztorszag szintén az alacsony hibatiir képességii orszagok
kozeé tartozik, hiszen az alabbi abrakon (8-9.4bra) latszik, hogy
csupan 7 €It kell eltavolitani vele egyiitt 8 jaratot, hogy a
halozat két komponensére essen szét és Esztorszag elveszitse
kapcsolatat a tobbi tagallammal.

[€8] Microsoft Visual Studio Debug Console

zakdolgozat 2021\sulyozott,iranyitott graf minCut\sulyozott,iranyitott
minCut\bin\Debug\netcoreapp3.1\silyozott,irdnyitott graf minCut.exe
(process 4724) exited with code 0.
To automatically close the console when debugging stops, enable Tools->Opt
ions->Debugging->Automatically close the console when debugging stops.
Press any key to close this window . . .

8. abra

[&8] Microsoft Visual Studio Debug Console

A maximalis folyam értéke = 8

:\Szakdolgozat 2021\Ford-Fulkerson algortimus\Ford-Fulkerson algo
rtimus\bin\Debug\netcoreapp3.1\Ford-Fulkerson algortimus.exe (proc

ss 10400) exited with code 0.

o automatically close the console when debugging stops, enable To

bls->0ptions->Debugging->Automatically close the console when debu
ing stops.

ress any key to close this window . . .

9. 4dbra

5. MILYEN HATASSAL BIR EGY-EGY EL
ELTAVOLITAS A HALOZATRA NEZVE

Els6dleges szempont, hogy megvizsgaljuk, milyen karokat tud
okozni egy-egy ¢l eltavolitisa a reptérhalozatban. Ahogy
emlitettem Ausztria 22 tagadllammal nemzetkozileg kozvetlen
kapcsolatban all, de igy is elmondhatd, hogy nagy
veszteségeket tud kivaltani egy-egy kibertamadas vagy
természeticsapas. A tamadott orszdg infrastruktirajanak
karmértéke fiigg a blokkolds idStartamatol. Azonban méar
rovid idén beliil olyan zavart tud létrehozni az iitemezésben,
hogy az komoly gazdasidgi és logisztikai megoldasokat
igényelne.

Ugyanakkor mégis el6fordul a gyakorlatban, hogy lokalis
hibak miatt egyes csomopontok nem tudjak elvégezni a
feladataikat, ilyenkor tovabbadjak mas pontoknak, akik
szintén tovabbadjak a rajuk nehezedd feladatokat, ezzel
elindul egy lavinahatas. Viszont mar kifejlesztettek kiilonboz6
optimalizal6 algoritmusokat, hogy egyenletesen szétoszlassak
a terhelést a szomszédos csomopontok kozott. Erre példaként

szolgalhat olyan logisztikai pr j@ AgE'T B ,S
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megtalalhatjuk a héalozatban az alternativ Utvonalat, ami a
hibaelharitasaig segit a halozatot Osszefiiggbként kezelni.
Ehhez az INCOTERMS 2020-as szokvanyt, klauzuladkat
hasznaljak vagy egy-egy alkatrész beszérzését megprobaljak
nem csak egy orszagbol megrendelni. Azonban ez készlet
felhalmozodassal — jarhat, amit probalnak elkeriilni a
megrendeld cégek. Miutan megoldodott a hiba az adott
csomépontnal, visszaallhat a halozatba és tovabb folytathatja
a feladatat.

6. KONKLUZIO

Ebben a cikkben megvizsgaltam az Europai Unio
tagallamaibol ~ 4all6  reptérhalozatanak  rezisztenciajat

tamadasokkal szemben, ehhez graf-és folyamalgoritmusokat
hasznaltam. Ezen beliil az egyes orszagok kozti kovetlen
kapcsolatot vettem figyelembe. Megkerestem a legidealisabb
grafabrazolasi modot, amivel kdnnyedén bedeklaraltam C#
programnyelv kornyezetébe. Végezetiil az ellenérzés sem
maradhatott el, amihez a Ford-Fulkerson tételt hasznaltam,
tovabba ok-okozati Osszefliggésekre kerestem optimalizalasi
modszereket.
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