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Kivonat: A cikk a
”

Robusztus Fixpont Transzformáción” (RFPT) alapuló adapt́ıv
szabályozási eljárás egy új alkalmazásán, passźıv támasztókerékkel ellátott, két DC
motor hajtású akt́ıv kerékkel mozgatott kerekes mobil robot –

”
Wheeled Mobile

Robot” (WMR)– szabályozásában való alkalmazását vizsgálja olyan körülmények
közt, midőn a rendszer dinamikai modellje nem pontosan ismert.
E feladat kinematikai és dinamikai szempontból is izgalmas. A kinemati-
kai problémák abból fakadnak, hogy a két hajtómotorral egyszerre három
mennyiséget, az (x, y) śıkon vett helyet és a θ orientációt szeretnénk szabályozni.
Emellett ki kell még eléǵıteni az anholonom kényszerfeltételeket is, azaz a śıkon
nem történhet csúszás, ha a kerekek megfelelő mértékben tapadnak.
A dinamikai nehézségek a pontatlan modellből eredő formális tulajdonságokból
erednek. Mı́g prećız dinamikai modell esetén szétcsatolt,

”
Linear Time-Invariant”

(LTI) (állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenlet rendszer) jellegű egyen-
letek ı́rhatók fel a kocsi tömegközéppontjának transzlációs gyorsulására és e
tömegközéppont körüli szöggyorsulására egy inerciális vonatkoztatási rendszerhez
képest, a tömegközéppont koordinátái ismeretének hiányában általában csak csa-
tolt nemlineáris egyenletrendszerekre számı́thatunk.
További nehézség a mechanikai és az elektrodinamikai alrendszerek (a DC mo-
torok) mozgásegyenleteinek csatolódása. A kocsi mozgásának szabályozásához a
Klasszikus Mechanika által megengedett leggyorsabb módszer a hajtónyomatékok
bármely pillanatban történő tetszőleges beálĺıtását igényelné. E nyomatékok
arányosak a motorárammal, ami viszont a tekercsek induktivitása miatt a
szabályozó feszültség pillanatnyi változtatásával nem ı́rható elő: csupán a
motoráram idő szerinti deriváltját tudjuk bármely pillanatban tetszőlegesen
beálĺıtani. A mechanikai részrendszerre nézve ez harmadrendű mozgásegyenletekre
vezetne, amelynek megvalóśıtása gyakorlatilag nem okvetlenül előnyös. Így a gya-
korlat számára szükségessé vált valamilyen rendcsökkentési eljárás bevezetése nem-
lineáris rendszerekre.
Szimulációs vizsgálatokkal mutatjuk meg, hogy az RFPT alapú adapt́ıv szabályozó
seǵıtségével a fenti problémák összessége egyszerre sikeresen kezelhető.
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Rendcsökkentés Nemlineáris Rendszerekre, Kerekes Mobil Robot, Anholonom
Kényszerek
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1. Bevezetés

Az LTI rendszerekre jól kiforrott, gyakorlatilag

”
uniformizált” szabályozótervezési módszerek

állnak rendelkezésünkre. A cél többnyire meg-
felelő visszacsatolási tényezők beálĺıtása, ame-
lyek úgy stabilizálják a szabályozott rend-
szert, hogy az prećızen tudja követni az
elő́ırt mozgáspályát. Annak általános igénye,
hogy ezeken a már

”
lefektetett śıneken” ha-

ladjunk tovább, szülte meg az LTI rend-
szerek különböző általánośıtásait, amelyek bi-
zonyos vonatkozásaikban többé-kevésbé ha-
sonĺıtanak az LTI rendszerekre mint a

”
Li-

near Parameter Varying” (LPV) –lineáris, nem
állandó együtthatójú differenciálegyenletekkel
léırható rendszerek–, a

”
Quasi-Linear Parame-

ter Varying” (QLPV) –kvázilineáris változó pa-
raméterű rendszerek–, s végül a nemlineáris
rendszerek igen tág osztálya.

Mivel a nemlineáris rendszerek
mozgásegyenletei általában nem rendelkez-
nek

”
zárt alakú analitikus megoldással”, a

különböző szabályozótervezési módszerek –
miközben igyekeznek kihasználni a megfelelő
kategória sajátságait is– általában Lyapunov
2. vagy

”
direkt” módszerén alapulnak, amely

1892 környékén lett kifejlesztve nemlineáris
rendszerek stabilitásának vizsgálatához [1, 2].
E módszer lényege, hogy a létrejövő mozgás
részletei ismeretének hiányában is annak egy
igen fontos tulajdonságát, nevezetesen a sta-
bilitását viszonylag egyszerű becslések alapján
garantálni tudja. (E célra többféle, gyakor-
latilag jól használható stabilitási defińıció is
forgalomban van.)

Minden erénye ellenére e módszer rendelkezik
néhány –szintén a gyakorlati alkalmazások szem-
pontjából tekintve– hátrányos tulajdonsággal is:

1. konkrét használata nehéz feladat, nagyon jó
matematikai készségekkel rendelkező, inno-
vat́ıv tervezőt ḱıván, és nem oldható meg a
szokásos napi mérnöki rutin alapján;

2. általában elégséges feltételek kieléǵıtését
követeli meg, tehát az esetek többségében
vélhetően sokkal több feltétel teljesülését
igényli, mint a valóban szükséges feltételek
lennének;

3. a tervezés folyamán nem vesz figyelembe és
nem is fed fel finom részleteket a létrejövő
mozgásról, melyek egyébként az elsődleges
tervezői szándékban megjelenhetnek;

4. a módszerrel nyert megoldások nagyszámú
önkényes szabályozó paramétert tartalmaz-

hatnak, melyek beálĺıtása a tényleges gya-
korlati igények jobb kieléǵıtése érdekében
további lépéseket igényel, gyakran evolúciós
számı́tási módszerek igénybevételével (pl.
[3, 4]).

A fenti nehézségek ellenére a XX. század kilenc-
venes éveinek elejétől fogva e módszert sikere-
sen alkalmazták a legtöbb szabályozótervezési
feladat megoldására (pl. [5, 6, 7]).

Az elsődleges tervezői szándékok, azaz a
megvalósuló mozgás kinematikai részletei
elő́ırásának igénye vezetett alternat́ıv tervezési
módszerek keresésére. Az RFPT alapú ter-
vezést 2009-ben javasoltuk erre a célra [8]. E
megközeĺıtés a pályakövetés kinematikailag
elő́ırt részletei pontos realizálására egy véges
vonzási medencén belül. A módszer később
egyetlen adapt́ıv szabályozó paraméter olyan
hangolásával lett kiegésźıtve, amely egy rend-
szermodelltől teljesen független megfigyelő
alapján működik, ezáltal tartva a rendszert
a konvergenciatartomány belsejében [9]. Ily
módon az versenyképessé volt tehető a Lyapu-
nov függvényen alapuló tervezési módszerekkel,
amelyek általában globális stabilitást ga-
rantálnak. Megjegyzendő, hogy sok esetben ez
a kiegésźıtő paraméterhangolás szükségtelen.

Az elektromos DC motorokkal hajtott, két
akt́ıv és egy passźıv támasztókerékkel rendel-
kező robotkocsik mozgásának szabályozásával
intenźıven foglalkoztak az elmúlt években (pl.
[10, 11, 12]). E megközeĺıtések Lyapu-
nov 2. módszerét használták és általában
komplikált matematikai részleteken alapul-
tak. A jelenközlemény célja annak be-
mutatása, hogy az RFPT alapú adapt́ıv
szabályozótervezési módszerrel lehetséges az
ilyen járművek olyan adapt́ıv szabályozása,
amelyek a robotkocsi egy kinematikai szem-
pontból kényelmesen megválasztható pontjának
pályakövetését, illetve a kocsi e pont körüli forgó
mozgásának követését teszi lehetővé. E pont-
nak nem kell egybeesnie a (kocsi+mozgatott
teher rendszer) tömegközéppontjával, amely
esetben a mechanikai alrendszerre szétcsatolt
LTI jellegű egyenleteket szolgáltató modellt le-
hetne kapni. Ha a követett pont nem a
tömegközéppont, általában csatolt, nemlineáris
differenciálegyenletek rendszerét kapjuk a me-
chanikai részrendszer mozgására. Megmutat-
juk továbbá azt is, hogy e feladatot az RFPT
alapú módszer a szabályozás rendjének 3-ról 2-
re való csökkentésével tudja megoldani. Ezzel
lépéseket tettünk egy általános rendcsökkentési
módszer kidolgozására nemlineáris rendszerek
esetén, amire ismereteink szerint az irodalom-



ban nem sok példa található.

2. Nemlineáris
rendcsökkentési módszer
adapt́ıv szabályozókhoz
közeĺıtő dinamikai modell
alapján

Magasabb rendű szabályozási feladatok
a gyakorlatban gyakran fordulnak elő,
midőn különböző mechanikai részrendszerek
egymáshoz deformálható elemeken keresztül
vannak csatolva. Például ha egy tömegpont
mozgását úgy tudjuk szabályozni, hogy az egy
rugalmas szállal kapcsolódik egy pontszerű
merev testhez, amelyet közvetlenül tudunk
vizsgálni, egy negyedrendű szabályozási fel-
adattal állunk szemben: a szabályozandó pont
koordinátáinak 2. idő szerinti deriváltja áll
kapcsolatban a reá ható erőkkel, melyek a
rugalmas szál aktuális hosszától függnek. E
hossz idő szerinti 2. deriváltját tudjuk vi-
szont elő́ırni a közvetlenül mozgatott merev
testre pillanatnyilag ható erők beálĺıtásával,
következésképp a hatóerők a szabályozandó
mennyiség 4. idő szerinti deriváltjával állnak
közvetlen kapcsolatban [13].

Ha egy mechanikai rendszert egyenáramú,
állandó mágnest használó motorral hajtunk
meg, annak megfelelő gyorśıtásához konkrét
forgatónyomaték érték szükséges. E for-
gatónyomaték arányos a motor pillanatnyi
áramával, ami a tekercsek induktivitása miatt
nem álĺıtható be tetszőleges értére az adott pil-
lanatban a szabályozó feszültség beálĺıtásával:
e pillanatnyi feszültség érték csupán a motor
áramának idő szerinti deriváltját tudja pilla-
natnyilag beálĺıtani, ı́gy a mechanikai rendszer
prećız szabályozása szigorú értelemben véve har-
madrendű szabályozási feladat lenne. Ennek el-
kerülésére valamilyen

”
rendcsökkentő” eljárásra

lenne szükségünk.

Valamilyen rendcsökkentési módszer alkal-
mazása a gyakorlatban elkerülhetetlen, ha
nagyméretű rendszerekre ḱıvánunk valamilyen
gyakorlati célokra is felhasználható közeĺıtő mo-
dellt létrehozni [14], mivel az egzakt modell-
rend igen nagy, gyakorlatilag kezelhetetlen
lenne. Az összes rendelkezésre álló, LTI
rendszerekre kidolgozott módszer alapötlete
igen egyszerű: az időkép alkalmazása helyett
ezek a rendszerek léırhatók a frekvenciaképben
ún.

”
átviteli függvények” használatával. E

függvények általában polinomok hányadosaiból

állnak, melyek hatásai a a pólusoktól men-
tes, és a C komplex śık végtelenjében na-
gyon gyorsan (bármilyen véges hatvány recip-
rokánál gyorsabban) zérushoz konvergáló Fo-
urier transzformálttal rendelkező ún.

”
Gyor-

san Fogyó Alapfüggvények” vagy más néven
a D függvényosztályba tartozó függvényekre a

”
Reziduum tétel” seǵıtségével igen egyszerűen

számı́tható ki. E függvények Fourier transz-
formáltjainak sehol sincs pólusuk, ezért az in-
verz Fourier transzformációval a −∞-ből in-
duló, a +∞ben végződő, és az átviteli függvény
pólusait a kauzalitás elve szerint megkerülő,
és a felső félśıkon hurokká zárható vonal
menti integrálással képződő eredményben az
átviteli függvény nevezőjében a hurkon belül
lévő polinomok zérushelyeinél kell venni a re-
ziduum értékeket. Ezeket mintegy

”
súlyozzák”

a számlálóban lévő polinom értékei [15, 16].
(E gyorsan fogyó alapfüggvények az időképben
véges tartójú, végtelen sokszor folytonosan dif-
ferenciálható valós jeleknek felelnek meg, és
igen alkalmasak a fizikai valóság sokrétű model-
lezésére, pl. [17].)

A gyorsan fogyó alapfüggvények frekven-
ciaképbeli gyors fogyásuk miatt mondhatjuk,
hogy a gyakorlatban az átviteli függvény vi-
selkedése lényegében csak abban a frekven-
ciatartományban érdekes, amelyen a gerjesztő
függvénynek is jelentős értéke van. Ebből
ered az ötlet, hogy a figyelemre érdemes frek-
venciatartományban két magas fokszámú poli-
nom hányadosát érdemes kehet két alacsonyabb
fokszámú polinom hányadosával közeĺıteni.

A függvényközeĺıtések egyik lehetséges
megválasztásának alapötlete Padé 1892-es
doktori értekezéséből származik [18]. Köztu-
domású, hogy egy véges fokszámú polinom a
∞-ben mindig divergál. Emiatt, ha van egy
Taylor sorunk, annak konvergencia tartománya
határának környékén nagyon sok tagot kell
figyelembe venni, ha pontos közeĺıtést akarunk,
kiváltképp akkor, ha ez a tartomány

”
tág”.

Emiatt a
”
végesre vágott Taylor sor” közeĺıtés

tág tartományon gyakorlatilag kényelmetlen
megoldás lehet. E nehézség kiküszöbölésére
Padé

”
racionális függvényeket”, azaz olyan

polinomok hányadosait javasolta, amelyekben a
számláló fokszáma alacsonyabb, mint a nevezőé.
Ezek a közeĺıtések legalább nem divergálnak
abban a tartományban, ahol egyébként már
rosszul közeĺıtenek, ezért szabályozástechnikai
alkalmazásuk is kényelmesebb lehet a véges
fokszámú Taylor sorok használatánál. Az
alapötlet igen egyszerű: a közeĺıtendő és a
közeĺıtő függvényeket Taylor sorba fejtjük az
érdekes frekvenciatartomány közepénél elhe-



lyezkedő pont körül, és megköveteljük, hogy
bizonyos rendig egyezzenek meg egymással a
sorfejtések együtthatói (az ún.

”
momentum

illesztés módszere” vagy
”

Moment Matching”
[14], [19]). A módszert igen kiterjedten alkal-
mazzák, erről egy átfogó tanulmánynak felel
meg [20]. A módszer törtrendű rendszerek terén
is jól használható (pl. [21]).

Visszatérve az LTI rendszerekre, az (1)-ben
megfogalmazott rendszerre az x(t0) = x0 kezdeti
érték feladatra x ∈ IRn, A ∈ IRn×n, B ∈ IRn, és
u ∈ IR

ẋ = Ax+ bu ,
x(t) = exp (A(t− t0))x0+∫ t
t0

exp (A(t− ξ))Bu(ξ)dξ
(1)

E feladat megoldásában a szabályozó jeltől függő
rész az exponenciális függvény hatványsorában
a Cayley-Hamilton tétel értelmében az
exp (A(t− ξ))B a lineárisan független ele-
mek csak a {B,AB,A2B, . . . , An−1B} vektorok
közül kerülhetnek ki (stabil rendszer esetében
a kezdeti feltételtől függő exp (A(t− t0))x0

tag nullához konvergál, ezért különösebb
jelentősége hosszabb időtávon nincs). E hal-
mazt Kyrov bázisnak is nevezik, s ezek a
bázisvektorok fesźıtik ki a szabályozó jellel
elérhető állapotok halmazát mint a lehetséges
állapotok terének egy alterét. A Padé módszer
alkalmazásához ezeknek a vektoroknak a mo-
mentumokhoz fűződő kapcsolatát kell tisztázni.
Lánczos Kornél dolgozott ki egy olyan al-
goritmust, amely e bázisvektoroknál e célra
kényelmesebben használható bázisra vezet [22],
majd egy éven belül W.E. Arnoldi adott egy
ugyanezen eredményre vezető, de stabilabb
algoritmust ugyanerre a feladatra [23]. Az
alapötlet, hogy ebből az altérből lehet maga-
sabb rendű deriváltaknak megfelelő részeket
projektor operátorral

”
kihagyni”, és egy kisebb

dimenziószámú altérre koncentrálni. A rendszer
megfigyelhetőségével ugyanez tehető: le lehet
mondani bizonyos alterek megfigyeléséről.

A nemlineáris rendszerek esetén az egyik
technika a linearizálás módszere [14], ami egy
rendszer egyensúlyi pontja körüli korlátozott
mozgásának tárgyalására alkalmas: az
egyensúlyi pont körül veszi a nemlineáris
modell lineáris közeĺıtését és arra alkalmazza az
előbb tárgyalt módszert. A módszer jav́ıtható
magasabb rendű tagok figyelembevételével
(pl. [24, 25]). Általában elmondható, hogy a
kurrens módszerek alapvetően a lineáris tech-
nikák

”
továbbvitelén” alapulnak (pl.

”
Proper

Orthogonal Decomposition” (POD) [26], vagy
egyéb technikák, amelyek a nemlinearitások

izolálására törekednek és azok környékén a
lineáris részek redukálására [27, 28]).

Az általunk ajánlott megközeĺıtés szaḱıt a
lineáris szabályozáselméletből és a frekven-
ciakép használatából álló hagyományokkal és
a feladat megoldásához egészen más irányból
közeĺıt. Feltételezzük, hogy az elektrodi-
namikai részrendszer működése lényegen
gyorsabb, mint a mechanikai részrendszeré.
Ekkor realisztikus közeĺıtésnek tűnik, hogy
a digitális szabályozó ciklusain belül kons-
tans nyomatékokat próbálunk kifejteni, ezek
tehát lépcsőfüggvényként változnak a ciklusok
között. Egy cikluson belül pedig az elektromos
részrendszer által megvalóśıtott nyomaték
gyorsan

”
felfut” vagy

”
lefut” a szabályozó

által elő́ırt érték környékére és azon belül
közel konstans lehet. Ennek lehetőségét az
elektromos részrendszer stabilitása, az ohmikus
ellenállások disszipat́ıv jellege garantálja, mint
általában a passźıv rendszerek szabályozásában
ez lehetséges a

”
Passivity Control” meg-

oldásokban [29, 30]. Természetesen ez csak egy
közeĺıtés. Az alapötlet az RFPT alapú adapt́ıv
szabályozó használata, amely e közeĺıtési hiba
következményeit az egyéb közeĺıtések és esetleg
figyelembe nem vett külső zavarok követ-
kezményeivel együtt a szabályozó jel adapt́ıv
deformálásával próbálja meg kompenzálni
anélkül, hogy bármi erőfesźıtést invesztálna
a rendelkezésre álló közeĺıtő modell alapján
várható, és a ténylegesen megfigyelhető rend-
szerválasz közti eltérés okának identifikálására
és valamilyen modell-paraméter ennek megfelelő
hangolására, jav́ıtására.

A következőkben a kerekes mobil robotkocsik
szabályozásának közvetlen előzményeire kon-
centrálunk.

3. A kerekes mobil robot-
kocsik szabályozásának
közvetlen előzményei

Az elmúlt években intenźıven tanulmányozták
a robotkocsik modell-alapú szabályozásának fel-
adatát. E kocsik speciális változata két
akt́ıvan hajtott kerékkel és egy harmadik,
passźıv támasztókerékkel működik, amely a
kocsi platóját az (x, y) śıkban tartja. A
szabályozástechnikai irodalomban

”
forgalom-

ban lévő” legnépszerűbb modellek a robot-
kocsi tömegközéppontjának inerciarendszerhez
képesti gyorsulására valamint az e pont körüli
forgásának szöggyorsulására vonatkozó egyen-
leteket használják azzal a hallgatólagos fel-



tevéssel, hogy ez a pont egybeesik egy, a ko-
csi mozgásának követésére kinematikai szem-
pontból is kényelmes pontjával (pl. [10, 31,
11, 12]). Ezáltal a mozgásegyenleteknek a me-
chanikai rendszerre vonatkozó része LTI jel-
legű, csatolatlan egyenletek formájában jelenik
meg, amelyekbe azonnal

”
beéṕıthetők” a kocsi

śıkon való rendes tapadásához tartozó anholo-
nom mozgás kinematikai kényszerei is.

Meg kell jegyezzük, hogy bizonytalan model-
lel rendelkező rendszerek mozgásegyenleteire
(pl. egy platóján többé–kevésbé határozatlanul
elhelyezett terhet cipelő robotkocsi+teher
együttese mint merev test) esetén ez az elvi
lehetőség nem áll fent: semmi nem garantálja,
hogy a tömegközéppont egybeesik a kine-
matikailag kényelmesen követhető mozgású
ponttal, valamint azt sem tudhatjuk előre,
hogy a tömegközéppont hol van. Ebben
az esetben az

”
általános” mozgásegyenletek

használatára kényszerülünk a dinamikai
szabályozás kiéṕıtése esetében, amelyek
immár nem szétcsatolt LTI jellegűek, hanem
erősen csatolt nemlineáris közönséges diffe-
renciálegyenletek lesznek, bizonytalanul ismert
paraméterekkel. Ezen mozgásegyenletekbe kell
ezután beéṕıteni az anholonom mozgás kinema-
tikai kényszereit, továbbá léırni a mechanikai és
elektromágneses hajtások mozgásegyenleteivel
való csatolódást. E csatolás azonnal megnöveli
a szabályozási feladat rendjét: mı́g a Klasszikus
Mechanika elvileg módot adna másodrendű
differenciálegyenletek használatára, ha a
szükséges szabályozó nyomatékok pillanat-
szerűen lennének módośıthatók, az elektromos
hajtások a motortekercsek induktivitása miatt
csak ennek a nyomatéknak az idő szerinti
első deriváltját képesek azonnal beálĺıtani a
szabályozó feszültséggel. Emiatt a mechanikai
részrendszerre szigorúan véve csak harmad-
rendű mozgásegyenletek használatára tudunk
szoŕıtkozni. Ha ezeket el ḱıvánjuk kerülni,
valamilyen rendcsökkentési eljárásra szorulunk.

Talán történelmi okokból a
szabályozáselmélettel foglalkozó közösség
erősen kötődik a hagyományos lineáris
szabályozási módszerek

”
továbbviteléhez”,

illetve azok általánośıtására törekszik. Ennek
első lépése az eredeti LTI rendszerek több
lépéses általánośıtása az LPV majd a QLPV
rendszerosztályok bevezetésével. Például, ha
megb́ızható modellünk van (akár analitikus
formában, akár valamilyen lágy számı́tási
eljáráshoz illő formában megadva), e mo-
dellek a

”
Tenzorszorzat” –Tensor Product

(TP)– formára áttranszformálhatók numerikus
algoritmusok seǵıtségével. E formára már kidol-

gozhatók az állapottér többdimenziós hasábokra
(
”

Polytop”) való osztásával olyan visszacsatolási
tényezők, amelyek egy hasábon belül állandók,
és meghatározásuk –szintén numerikusan–
lineáris mátrix-egyenlőtlenségek megoldásával
történhet, amihez kiváló MATLAB csomagok
állnak rendelkezésre (pl. [32, 33]). Ha viszont
a rendelkezésre álló modell nem pontosan
ismert, erre a procedúrára nem éṕıthetünk.
Az erősen nemlineáris, azaz egy

”
munkapont”

körül kieléǵıtően nem linearizálható rendszerek
szabályozására általában Lyapunov 2. vagy

”
di-

rekt” módszere alapján terveznek szabályozókat
[1, 2]. Például 1993-ban C. Samson egy ilyen
megoldást adott kocsi-jellegű mobil robotok
mozgásszabályozására.

2002-ben Oriolo, De Luca és Vendittelli ja-
vasolt egy visszacsatolás-linearizálási (

”
Feed-

back Linearization”) technikát kerekes robotko-
csi mozgásszabályozására [10]. Cikkükben R.W.
Brockett klasszikus eredményére [31] hivatkozva
hangsúlyozták, hogy e robotkocsi egy adott pont
körüli egyensúlyi helyzetben való tartásához
nem létezik folytonos szabályozójeleket alkal-
mazó linearizált modell. E feladathoz vagy nem
folytonos, vagy időben változó visszacsatolás al-
kalmazása szükséges.

2008-ban S. LeBel és L. Rodrigues páronként
változó, affin, változó paraméterű szabályozást
javasolt robotkocsik mozgásszabályozására [11].
Különböző közeĺıtések stabilitását vizsgálták a
Lyapunov technika alkalmazásával.

2013-ban V.M. Ojleska kapcsolt fuzzy és
fuzzy-neurális rendszert alkalmazott szabályozó
tervezésére [12]. A tervezésben Lyapunov
függvény technikát alkalmazott, ami komplikált
megfontolásokra vezetett. Megközeĺıtésében a
következő kinematikai modellt használta:

ẋ = rw
2 (q̇r + q̇l) cos θ,

ẏ = rw
2 (q̇r + q̇l) sin θ,

θ̇ = rw
2D (q̇r − q̇l) ,

(2)

melyben rw az akt́ıv kerekek sugarát, D a
kerekek kocsiközépponttól vett (szimmetrikus)
távolságát jelöli, mı́g qr és ql rendre a jobb és
bal oldali kerekek elfordulási szöge, θ pedig a ko-
csi śıkon vett orientációját jelenti. A második
idő szerinti deriváltakra ez az alábbi követ-
kezményekkel jár:

ẍ = rw
2 (q̈r + q̈l) cos θ − rw

2 (q̇r + q̇l) sin θθ̇,

ÿ = rw
2 (q̈r + q̈l) sin θ + rw

2 (q̇r + q̇l) cos θθ̇,

θ̈ = rw
2D (q̈r − q̈l) .

(3)
A dinamikai modellt a Klasszikus Mecha-
nika alapján közvetlenül álĺıtották fel: a



tömegközéppont gyorsulása az inerciálisnak
vett, talajhoz kötött koordináta rendszer
mértékeiben arányos a kocsira ható összes erővel
és a kocsi M össztömegével, a körülötte való
forgás szöggyorsulása pedig a kocsi e pontra
vonatkoztatott Ξ tehetetlenségi nyomatékától
és az arra vonatkoztatott forgatónyomatékoktól
függ. E forgatónyomatékok a kerekek hajtásai
által kifejtett Tr és Tl forgatónyomatékaitól függ-
nek:

(
Tr

Tl

)
=(

Mr2w
4 +

Ξr2w
4D2

Mr2w
4 − Ξr2w

4D2

Mr2w
4 − Ξr2w

4D2

Mr2w
4 +

Ξr2w
4D2

)
×(

q̈r

q̈l

)
.

(4)

Világos, hogy a (4) dinamikai modell LTI jellegű,
és annak használata a qN

r (t), qN
l (t) formában

adott nominális pálya követésére nem jelentene
nehézséget. A fennálló nehézségek tisztán ki-
nematikai jellegűek, mivel a nominális pálya
nem a kerekek szögelfordulására adott, ha-
nem a śıkon való mozgásra a θN(t), xN(t),
és yN(t) formában. Ez három, egymástól
független mennyiség szabályozását jelentené,
melyhez alulhajtott rendszerünkben mindössze
két szabályozó jelünk lenne, a Tr és Tl

keréknyomatékok, továbbá a (2) és (3) kinema-
tikai kényszerekre is figyelemmel kell lennünk.
A helyzetet csak tovább bonyoĺıtja, hogy ha a
szabályozott mozgású pont nem esik egybe a
kocsi tömegközéppontjával. Ezért a következő
szakaszban módszeresen feléṕıtjük az általános
dinamikai modellt.

4. Az általános dinamikai
modell

Itt külön tekintjük a mechanikai és az elektrodi-
namikai részeket.

4.1. A mechanikai rész model-
lezése

Az általános mozgásegyenletek közvetlenül
Newton törvényeiből származtathatók a

”
transzlációs momentum” (impulzus) és a

”
rotációs momentum” (impulzusnyomaték)

inerciális rendszerben való feĺırásával majd idő
szerinti deriváltjának képzésével, az előforduló
tagokban azonośıtva a newtoni mechanika
szerint fizikailag értelmezhető tagokat.

Vezessük be a kocsi
”
kezdeti poźıcióját”, mely-

ben a gondolatban elemi tömegpontokra dara-
bolt jármű m(i) tömegű i. tömegpontja a r̂(i)

koordinátájú pontban helyezkedik el (ezek mind
konstans mennyiségek). A kocsi merev test
közeĺıtésében az összes ilyen egyedi pont elmoz-
dulása léırható az origó körüli elforgatással (ezt
a O(t) ∈ IR3×3 ortogonális mátrix ı́rja le), majd
egy innen történő eltolással, amit az R(t) ∈ IR3

vektor ı́r le, melyekben a t változó jelöli az időt:

r(i)(t) = O(t)r̂(i) +R(t),

ṙ(i)(t) = Ȯ(t)r̂(i) + Ṙ(t).
(5)

Mivel az ortogonális transzformációk Lie cso-

portot alkotnak, a G
def
= Ȯ(t)O−1(t) mátrix

e csoport egyik generátora, mellyel Ȯ = GO
formában ı́rható fel, és fizikailag vagy geomet-
riailag úgy értelmezhető, mint az adott pont
körüli forgás pillanatnyi szögsebessége. Ennek
felhasználásával (5) a következőképp ı́rható át:

ṙ(i)(t) = Ȯ(t)O−1(t)O(t)r̂(i) + Ṙ(t) =⇒
ṙ(i)(t) = G(t)O(t)r̂(i) + Ṙ(t) ,

(6)

mivel a pillanatnyi szögsebesség G(t)
használható fel szabályozási célokra. Ezen
előkésźıtés után a pillanatnyi impulzus a
következőképp definiálható:

P
def
=
∑
im

(i)ṙ(i) = G(t)O(t)MŜ +MṘ(t),
ahol

M
def
=
∑
im

(i) , és

Ŝ
def
=

∑
im

(i)r̂(i)

M ,
(7)

melyben bevezettük a rendszer teljes tömegét
M , és a tömegközéppont helyét a kiindulási
poźıcióban Ŝ (Nyilvánvalóan M és Ŝ is állandó
mennyiségek.)

A kocsi teljes impulzusnyomatéka az egyes
tömegpontok impulzusnyomatékainak össze-
geként definiálható mint

M def
=
∑
im

(i)
[
ṙ(i)[r(i) −R(t)]T

−[r(i) −R(t)]ṙ(i)T
]

=

=
∑
im

(i)
[
ṙ(i)r̂(i)TOT −Or̂(i)ṙ(i)T

]
,

(8)

amely a pillanatnyi R(t) pont körüli forgást
ı́rja le. (A M jelölést szándékosan alkalmaz-
tuk azért, hogy világos különbséget tegyünk
az össztömeg és az impulzusnyomaték közt.)
Ebbe az egyenletben ṙ(i) a G(t), O(t) és
Ṙ(t) mennyiségekkel mint fizikailag világosan
értelmezett mennyiségekkel fejezhető ki:



M =
∑
im

(i)
[
GOr̂(i)r̂(i)TOT + Ṙr̂(i)TOT

− Or̂(i)r̂(i)TOTGT −Or̂(i)ṘT
]
.

(9)
Világos, hogy (9)-ben azonośıtható a konstans
MŜ vektor, és az egyenlet szinte sugallja egy
másik állandó mennyiség, a

”
tehetetlenségi nyo-

maték” bevezetését mint

Θ̂
def
=
∑
i

m(i)r̂(i)r̂(i)T , (10)

ami egy szimmetrikus mátrix. E mennyiségek
seǵıtségével (9) át́ırható a

M = GOΘ̂OT −OΘ̂OTGT+

ṘMŜTOT −OMŜṘT
(11)

formába.

A további komplikáltabb részletek kidol-
gozásától itt elegendő hely hiányában elte-
kintünk, és csak a végeredményt közöljük. E be-
vezetés bőven elegendő volt annak indoklására,
hogy azokban miért fordulnak elő a konstans
M , Ŝ, Θ̂ mennyiségek, és azok időtől függő,

transzformált változatai, azaz az S(t)
def
= O(t)Ŝ,

and Θ(t)
def
= O(t)Θ̂OT (t) mennyiségek. (A

számı́tásokban a forgáscsoport speciális tulaj-
donságát, azaz azt, hogy O−1 ≡ OT , a Θ(t)
mátrix szimmetriáját, és a G mátrix antiszim-
metriáját is kihasználtuk.) A további matema-
tikai részletek szintén függnek a forgáscsoport
alkalmazott paraméterezésétől és a kocsike-
rekek elfordulásának léırására használt előjel
választási konvenciótól (1. ábra).

1. ábra: Az anholonom kocsi modell
kinematikai vázlata

Az x̂3 tengely körüli elfordulást az O(qv) orto-
gonális mátrix ı́rja le, melyet a Ĝ(O) generátor
generál (θ ≡ qv):

O(qv)
def
=

 cos qv − sin qv 0
sin qv cos qv 0

0 0 1

 ,

Ĝ(O) def=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

(12)

E művelet lehetséges, mert az a kocsit a talaj
śıkjával párhuzamosan hagyja. Ezzel

Ṙ1 = rw
q̇r+q̇l

2 sin qv

Ṙ2 = −rw
q̇r+q̇l

2 cos qv

q̇v = − rwD
q̇r−q̇l

2 .

(13)

A kinematikailag megengedhető 2. deriváltak
a csúszástól mentes speciális esetben (13)-ból
származtathatók a következőképp:

R̈1 = rw
q̈r+q̈l

2 sin qv + rw
q̇r+q̇l

2 cos qvq̇v

R̈2 = −rw
q̈r+q̈l

2 cos qv + rw
q̇r+q̇l

2 sin qvq̇v

q̈v = − rwD
q̈r−q̈l

2 .

(14)

A dinamikai mozgásegyenletekre vonatkozóan
észrevehető, hogy a forgatás szempontjából a
külső erők és a kontakt kényszererők az x1 és
x2 tengelyek körül képesek kioltani egymást,
valamint az erőkre nézve az, hogy az x3

irányban történő mozgásra nézve a kényszererők
bizonyos határok között) kiolthatják egymás
hatását. Emiatt elegendő az (x, y) śıkon történő
mozgásra, és az x3 tengely körüli forgásra kon-
centrálni. Ha nem hatnak horizontális külső
erők, a (15) mozgásegyenletre jutunk, ame-
lyekben a számunkra érdekes kontakt erők
merőlegesek a kerekek tengelyére, és közvetlen
kapcsolatban állnak a kerekek hajtásának nyo-
matékaival. A teljes rendszer mozgásegyenletei
a Ṗ mennyiség (7)-ben és a Ṁ mennyiség (8)-
ban adott képzéséből származtathatók, melyek-

ben a F (i) def
= m(i)r̈(i) töredékek természetesen

jelennek meg, és úgy értelmezhetők, mint az i.
tömegpontra ható összes erő összege.

H

(
q̈r − q̈l

q̈r + q̈l

)
+B

=

(
D(Tl−Tr)

rw
(Tl+Tr)
rw

)
,

ahol

H11
def
= rw

2D (Θ11 + Θ22) ,

H12
def
= Mrw

2 (S2 sin qv + S1 cos qv) ,

H21
def
= Mrw

2D (S2 sin qv + S1 cos qv) ,

H22
def
= Mrw

2 ,
B1 = Mrw

2 (q̇r + q̇l)q̇v×
(S2 cos qv − S1 sin qv) ,

B2 = Mq̇2
v(S2 cos qv − S1 sin qv) .

(15)



A következő feladat e mechanikai modell
”
össze-

dolgozása” az elektromágneses részrendszer mo-
delljével.

4.2. Az állandó mágnesű DC mo-
tor modellje és az egyeśıtett
modell

Feltesszük, hogy mindkét kereket azonos tu-
lajdonságokkal rendelkező motor hajtja meg.
Ezek modelljét [34]-ból vettük az alábbi pa-
raméterekkel:

Q̇e =
−RQe −K2q̇ +KU

L
(16)

ahol

• q motortengely elfordulási szögét,

• Qe a motortengelyre ható elektromágneses
eredetű forgatónyomatékát,

• R a motor tekercsének ohmikus ellenállását,

• L annak induktivitását,

• K a motor nyomaték-együtthatóját,

• U pedig a pillanatnyi szabályozó
feszültséget jelenti.

E modellt kell kiegésźıteni a motor mechanikai
részének ΘMot tehetetlenségi nyomatékával és
a tengely-súrlódás b viszkózus súrlódási együtt-
hatójával, valamint a motor- és a kocsitenge-
lyek közti áttétel ν ∈ (0, 1) értékével. Eh-
hez először célszerű a (15) egyenletet átrendezni
úgy, hogy közvetlenül kapjuk meg q̈r, q̈l, va-
lamint Tr és Tl kapcsolatát, amely egyenlethez
már hozzáadhatjuk a motorok járulékait is. Az
eredmény:

[
ΘMot

ν I +
−νr2w

2D

( 1
rw

− D
rw

− 1
rw

− D
rw

)
H̃

]
×(

q̈r

q̈l

)
+ b

ν

(
q̇r

q̇l

)
+

−νr2w
2D

( 1
rw

− D
rw

− 1
rw

− D
rw

)
B =(

QeMot
r

QeMot
l

)
, ahol

H̃11 = rw
2D (Θ11 + Θ22)+

Mrw
2 (S2sqv + S1cqv) ,

H̃12 = − rw
2D (Θ11 + Θ22)+

Mrw
2 (S2sqv + S1cqv) ,

H̃21 = Mrw
2D (S2sqv + S1cqv)+

Mrw
2 ,

H̃22 = Mrw
2 − Mrw

2D ×
(S2sqv + S1cqv)

(17)

és az egyenleteken belül a cqv
def
= cos qv és az

sqv
def
= sin qv rövid́ıtett jelöléseket alkalmaztuk,

és I ∈ IR2×2 pedig az egységmátrixot jelöli.

Az (17) és (4) egyenletek összevetéséből
rögtön kiviláglik a jelentős mértékű komplexitás-
növekedés. Még ha szimmetria okokból (a śıkon
sem az x, sem az y irány nincs

”
kitüntetve”) a

(Θ11 + Θ22) összeg konstans is marad, akárcsak
Ξ, ha Ŝ 6= 0 (és következésképp S 6= 0),
(17) nem marad LTI jellegű: a H̃ mátrix ele-
mei függni fognak a qv forgáshelyzettől, és
a (15)-ben definiált B tömbben a sin qv ill.
cos qv jellegű nemlinearitásokon túl a q̇r és q̇l

szögsebességekben kvadratikus tagok is meg-
jelennek. Emiatt az (17) egyenlettel léırható
rendszerre nem olyan egyszerű szabályozót ter-
vezni, mint a (4) mozgásegyenletű rendszerre.
Az előforduló erős nemlinearitások vagy Lyapu-
nov direkt módszerének használatát, vagy an-
nak valamilyen alternat́ıváját igényelnék. A
későbbiekben a saját fejlesztésű RFPT alapú
adapt́ıv szabályozót szeretnénk kifejleszteni,
ami szétválasztja egymástól a pályakövetés
kinematikai és dinamikai részleteit. Ezért
a következő fejezetben célszerű a kinemati-
kai kényszerek által megengedett, elvileg le-
hetséges ḱıvánt pályakövetési stratégiákkal fog-
lalkozni, utána rátérhetünk az adapt́ıv dinami-
kai mozgásszabályozás részleteire.

5. A kinematikai kényszerek
által megengedett le-
hetséges pályakövetési
stratégiák

Tegyük fel, hogy adott egy nominális pálya a

ξN def
=

(
qN
v (t), RN

1 (t), RN
2 (t)

)T
koordinátákkal

megadva, amelyet a lehető legpontosabban kell
a szabályozónak követnie. Egy tisztán kinema-
tikailag megtervezett, PID t́ıpusú hibarelaxálás
lehet például az alábbi stratégia: legyen IR 3
Λ > 0, és

h(t)
def
= ξN(t)− ξ(t) ,

hint(t)
def
=
∫ t
t0

(
ξN(ζ)− ξ(ζ)

)
dζ ,(

d
dt + Λ

)3
hint(t) ≡ 0

(18)

ahol ξ
def
= (qv(t), R1(t), R2(t))

T
. Az ötlet

azon alapszik, hogy a
(
d
dt + Λ

)
f(t) ≡ 0 dif-

ferenciálegyenlet adott kezdeti értékhez tar-
tozó megoldása 0-hoz tart időben: f(t) =
f(t0) exp(−Λ(t − t0)) −→ 0 as t −→ ∞. A



egyenlet (18) a dinamikai szabályozó által meg-
valóśıtandó, alábbi

”
ḱıvánt” 2. deriváltra vezet:

ξ̈Des(t) = Λ3hint(t) + 3Λ2h(t)+

3Λḣ(t) + ξ̈N(t) .
(19)

Ha PD-t́ıpusú pályakövetésre vágyunk,
hasonló megfontolásokat tehetünk a(
Λ + d

dt

)2 (
ξN (t)− ξ(t)

)
≡ 0 elő́ırásával,

ami az (20)-ban adott visszacsatolásra és ḱıvánt
2. deriváltra vezet:

ξ̈Des(t) = 2Λ2h(t) + 2Λḣ(t) + ξ̈N(t) . (20)

A csúszást megakadályozó anholonom
kényszerfeltételek mellett a (19) vagy (20)
egyenletekben adott 2. deriváltak általában
nem valóśıthatók meg. Ebből problémák
adódhatnak, ha pl. a hibaintegrálban fo-
lyamatosan

”
felh́ızik” valami maradék, ami

nem kompenzálható ki, ettől a követés akár
divergálhat is. Ennek elkerülése érdekében meg
lehet próbálkozni a hibaintegrál korlátozásával
az alábbi módon (

”
vágott PID”, w > 0):

ξ̈Des(t) = Λ3w tanh
(
hint(t)
w

)
+

3Λ2h(t) + 3Λḣ(t) + ξ̈N(t) .
(21)

Ha ennek ellenére marad
”
divergáló maradék”,

meg lehet próbálkozni a kis maradék hiba
arányosnál gyorsabb relaxálásával, pl. az alábbi,
pozit́ıv hiba-komponensekre megoldott egyen-
lettel

ḣ = −αsign(h)|h|βkin ,
h(t) =

[
h(0)1−βkin

−α(1− βkin)t]
1

1−βkin

α > 0 és βkin ∈ (0, 1), h ≥ 0, t ≥ 0 ,

(22)

ahol a véges kezdeti hiba véges idő alatt
nullázódna, ezért neveztük

”
mohó” hiba-

relaxálásnak. Mivel ez az érték kisebb hibára
az arányosnál gyorsabban, nagyobb hibára pedig
az arányosnál lassabban relaxál, érdemes a kettő
keverésével, egy

”
egyensúlyozó” bbal ∈ (0, 1) pa-

ramétert bevezetni, és ezzel módośıtani a PID
illetve a PD jellegű relaxáció megfelelő tagjait:

ξ̈Des(t) = Λ3w tanh
(
hint(t)
w

)
+

3Λ2 [bbalh(t) +
(1− bbal)sign(h)|h(t)|βkin

]
+

3Λḣ(t) + ξ̈N(t) ,

(23)

illetve

ξ̈Des(t) = 2Λ2 [bbalh(t)+
(1− bbal)sign(h)|h(t)|βkin

]
+

2Λḣ(t) + ξ̈N(t) .

(24)

amitől azt várhatjuk, hogy kis és nagy hibára
is elég gyorsan relaxál, ha arra a kinematikai
kényszerek módot adnak.

További lehetőség lehet az eredeti no-
minális pálya kis szinuszos

”
modulációja”.

Az Ackermann-t́ıpusú kormányszerkezettel b́ıró
járművek jellegzetessége, hogy az elmozdulás
és az orientáció hasonló módon csatolva
változtatható. Szűk helyre való leparkolásnál
vagy onnan való kiállásnál előbb az orientációt
kell

”
iterat́ıv módon” beálĺıtani, s csak ezután

lehet érdemben elmozdulni. E szinuszos mo-
duláció hasonló lehetőséget ḱınálna a poźıció
és orientáció közti

”
megköthető alku” kia-

laḱıtására.

Egy egyszerű lehetőség a megfelelő komp-
romisszum kiválasztására a 3 követendő
komponens hibája valamilyen súlyozott
négyzetösszegének időpontonkénti minima-
lizálása q̈r és q̈l szerint úgy, hogy ebben már
csak a kinematikai kényszerek által megengedett
elmozdulások vannak beéṕıtve (14) szerint:

Φ(q̈r, q̈l) := κ1

[
ξ̈1(t)− ξ̈Des

1 (t)
]2

+

κ2

[
ξ̈2(t)− ξ̈Des

2 (t)
]2

+

κ3

[
ξ̈3(t)− ξ̈Des

3 (t)
]2 (25)

ahol a κ1, κ2, κ3 > 0 pozit́ıv súlyok rendre az
orientációs hiba, az x és az y koordináta követési
hibájának relat́ıv súlyozását jelentené. A κ2 6=
κ3 eset nem izotrop súlyozásnak felelne meg a
śıkon. Ez a minimum könnyen megtalálható,
mivel

0 = ∂Φ
∂q̈r

=

2κ1

[
ξ̈1(t)− ξ̈Des

1 (t)
]
∂ξ̈1
∂q̈r

+

2κ2

[
ξ̈2(t)− ξ̈Des

2 (t)
]
∂ξ̈2
∂q̈r

+

2κ3

[
ξ̈3(t)− ξ̈Des

3 (t)
]
∂ξ̈3
∂q̈r

,

0 = ∂Φ
∂q̈l

=

2κ1

[
ξ̈1(t)− ξ̈Des

1 (t)
]
∂ξ̈1
∂q̈l

+

2κ2

[
ξ̈2(t)− ξ̈Des

2 (t)
]
∂ξ̈2
∂q̈l

+

2κ3

[
ξ̈3(t)− ξ̈Des

3 (t)
]
∂ξ̈3
∂q̈l

(26)

melyben (14) szerint



∂ξ̈1
∂q̈r

= ∂q̈v
∂q̈r

= − rw
2D ,

∂ξ̈2
∂q̈r

= ∂R̈1

∂q̈r
= rw sin qv

2 ,
∂ξ̈3
∂q̈r

= ∂R̈2

∂q̈r
= − rw cos qv

2 ,
∂ξ̈1
∂q̈l

= ∂q̈v
∂q̈l

= rw
2D ,

∂ξ̈2
∂q̈l

= ∂R̈1

∂q̈l
= rw sin qv

2 ,
∂ξ̈3
∂q̈l

= ∂R̈2

∂q̈l
= − rw cos qv

2 ,

(27)

azaz

0 = −κ1

[
ξ̈1(t)− ξ̈Des

1 (t)
]
rw
2D+

κ2

[
ξ̈2(t)− ξ̈Des

2 (t)
]
rw sin qv

2

−κ3

[
ξ̈3(t)− ξ̈Des

3 (t)
]
rw cos qv

2

0 = κ1

[
ξ̈1(t)− ξ̈Des

1 (t)
]
rw
2D+

κ2

[
ξ̈2(t)− ξ̈Des

2 (t)
]
rw sin qv

2

−κ3

[
ξ̈3(t)− ξ̈Des

3 (t)
]
rw cos qv

2 .

(28)

Továbbá (14) szerint ezek a kifejezések lineárisak
q̈r-ben és q̈l-ben, tehát a megoldások egyszerűen
kinyerhetők mint:

0 = −κ1

[
− rwD

q̈r−q̈l
2 − ξ̈Des

1 (t)
]
rw
2D+

κ2

[
rw

q̈r+q̈l
2 sin qv + rw

q̇r+q̇l
2 cos qvq̇v

−ξ̈Des
2 (t)

]
rw sin qv

2

−κ3

[
−rw

q̈r+q̈l
2 cos qv + rw

q̇r+q̇l
2 sin qvq̇v

−ξ̈Des
3 (t)

]
rw cos qv

2 ,

0 = κ1

[
− rwD

q̈r−q̈l
2 − ξ̈Des

1 (t)
]
rw
2D+

κ2

[
rw

q̈r+q̈l
2 sin qv + rw

q̇r+q̇l
2 cos qvq̇v

−ξ̈Des
2 (t)

]
rw sin qv

2

−κ3

[
−rw

q̈r+q̈l
2 cos qv + rw

q̇r+q̇l
2 sin qvq̇v

−ξ̈Des
3 (t)

]
rw cos qv

2 .

(29)

Ez a lineáris egyenletrendszer könnyen megold-

ható q̈−
def
= (q̈r − q̈l)-re és q̈+

def
= (q̈r + q̈l)-

re (30)-ban. A két egyenlet egymással való
összeadásával kapjuk, hogy

q̈Des
+ =

2
(
κ2ξ̈

Des
2 sqv−κ3ξ̈

Des
3 cqv+(κ3−κ2)r2w

q̇r+q̇l
2 cqvsqv q̇v

)
r2w(κ2sq2v+κ3cq2v)

(31)
A 2. egyenletet az 1.-ből kivonva kapjuk, hogy

q̈Des
− = − 2D2

κ1r2w

κ1rw
D ξ̈Des

1 = − 2D
rw
ξ̈Des
1 (32)

amiből az következik, hogy

q̈Des
r =

q̈Des
+ +q̈Des

−
2 , és

q̈Des
l =

q̈Des
+ −q̈Des

−
2 .

(33)

Érdekes, hogy κ1 kiesik a számı́tásokból, de κ2

és κ3 megmaradnak az egyenletekben.

Fizikai (szimmetria) megfontolások alapján
hajlamosak lehetnénk ragaszkodni a κ2 = κ3

elő́ıráshoz. Két akt́ıv kerékkel hajtott kocsi
esetében ez az idea azonban nem okvetlenül
célszerű. Ennek magyarázatára tekintsük az
2. ábrát és a (14) kényszeregyenletet! Ha
qv = 0 vagy qv = π q̈r és q̈l nincs hatással
R̈1-re. Hasonló módon, midőn qv = ±π2 ,

q̈r és q̈l nem hat R̈2-re. E speciális pontok
környékén a kinematikailag elő́ırt R̈Des

1 vagy
R̈Des

2 értékek csak kismértékben befolyásolják
a q̈+ megoldás értékét. E hatások szintén jól
követhetők az (31) egyenletben is, ami fizikailag
jól értelmezhető és kihasználható az alábbi egy-
szerű módon: ha egy hatás nagyon kicsi, azaz
pl. nincs módunk lényegesen módośıtani mond-
juk ẍ értékét, hanyagoljuk el a rá vonatkozó
elő́ırást, és zavar nélkül módośıtsuk ÿ értékét,
ami ekkor módunkban áll. Ez a stratégia jól

megvalóśıtható a dinamikusan változó κ2
def
=

κ20

(
1− cos2 qv

)
és κ3

def
= κ30

(
1− sin2 qv

)
pa-

raméterekkel. A κ20 = κ30 választás szim-
metria okokból megint ésszerű lehet. A szi-
mulációs vizsgálatokban ezzel a választással
éltünk. Mielőtt a szimulációs eredmények be-
mutatására rátérnénk, röviden összefoglaljuk az
RFPT alapú adaptivitás alapjait.

6. Az adapt́ıv dinamikai
szabályozó matematikai
alapjai

Az n. ciklusban a kinematikailag meghatározott

”
ḱıvánt” ξ̈Des(n) gyorsulások helyett először

meghatározzuk az azok kinematikailag le-
hetséges legjobb közeĺıtéséhez tartozó q̈DesR

r (n)
és q̈DesR

l (n) értékeket. A következő lépésben a
[8] referenciában léırtak szerint vesszük ennek
adapt́ıv deformáltját (34) szerint, s azt behelyet-
teśıtjük a rendelkezésre álló dinamikai modellbe,
hogy a kifejtendő szabályozófeszültségeket meg-
határozzuk. A szabályozó az n. ciklusban eze-
ket a konstans értékeket fejti ki, miközben meg-
figyeli a rendszer ezekre adott válaszát. A
következő ciklusban már ez a válasz is fel lesz
használva a megfelelő adapt́ıv deformáció kia-
laḱıtására:



 κ1r
2
w

4D2

r2w(κ2 sin2 qv+κ3 cos2 qv)
4

−κ1r
2
w

4D2

r2w(κ2 sin2 qv+κ3 cos2 qv)
4

( q̈−
q̈+

)
=(

−κ1ξ̈
Des
1

rw
2D + κ2ξ̈

Des
2

rw sin qv
2 − κ3ξ̈

Des
3

rw cos qv
2 + (κ3 − κ2)r2

w
q̇r+q̇l

4 cos qv sin qvq̇v

κ1ξ̈
Des
1

rw
2D + κ2ξ̈

Des
2

rw sin qv
2 − κ3ξ̈

Des
3

rw cos qv
2 + (κ3 − κ2)r2

w
q̇r+q̇l

4 cos qv sin qvq̇v

)
.

(30)

q̈Req
rl,(n) = G

(
q̈Req
rl,(n−1), q̈

DesR
rl,(n), q̈rl,(n−1)

)
(34)

melyben a G függvénynek 3 adapt́ıv paramétere
van: Ac, Kc, és Bc, továbbá q̈rl,(n−1) jelöli az
n. ciklusban megfigyelt szöggyorsulásokat. E
három adapt́ıv paramétert úgy kell beálĺıtani,
hogy azok a G leképezést kontrakt́ıvvá tegyék
a {q̈Req

rl,(n)} sorozatra konstans (vagy gyakorlati-

lag lassan változó) q̈DesR
rl értékek mellett. Ek-

kor S. Banach fixpont tétele értelmében [35] e
sorozat konvergál a szabályozási feladat meg-
oldásához, azaz azon bemeneti q̈?rl értékekhez,
melyekre a megfigyelhető válasz megegyezik a
ḱıvánt válasszal: q̈rl,(n) = q̈DesR

rl . E G függvényt
a 3. ábrán látható programkód valóśıtotta meg
a szimulációkban.
A 2. ábra fizikai értelmezése nagyon egyszerű: a

”
válaszhiba” edirection ∈ IR2 egységvektorának

irányában alkalmaz a függvény egy nem-
lineáris deformációt. A megfelelő konvergencia
beálĺıtásához általában a Bc = ±1, |Kc| nagy
pozit́ıv szám, és Ac pedig egy kis pozit́ıv szám
szokott lenni. A nagyjából megfelelő értékeket
szimulációval lehet

”
belőni” pl. egy közönséges

nem adapt́ıv PD vagy PID jellegű visszacsa-
tolást használó, rosszul működő szabályozó q̈ je-
leinek megfigyelésével. Ekkor a |Kc| � ‖q̈‖ és
Ac ≈ 0.1 · |Kc| értékekkel érdemes kezdeni a
vizsgálatokat. A Bc paraméter előjelét úgy kell
választani, hogy konvergens megoldást kapjunk.
A továbbiakban célunk példákat mutatni arra,
hogy a javasolt kinematikai elő́ırások hogyan
működnek az adapt́ıv dinamikai szabályozóval
kombinálva.

7. Szimulációs eredmények

A nominális pálya egy körpálya bejárása volt
a qv orientációs szög folyamatos növelésével.
A kocsi és a közeĺıtő modell kinematikai pa-
raméterei egymással azonosak voltak, a dina-
mikai paraméterek azonban nem: a közeĺıtő
modell feltételezte, hogy a két kerék ten-
gelyének középpontja (ez volt a szabályozó
által követendő helyű pont) egybeesik a

tömegközépponttal, mı́g a valódi rendszert a szi-
mulációban helyetteśıtő modellben nem ez volt
a helyzet:

Egzakt modell-paraméterek:.

• A tehetetlenségi nyomaték számunkra
érdekes adatai a

”
kezdeti poźıcióban”:

Θ̂Exact
11 = 5 kg m2, Θ̂Exact

22 = 6 kg m2;

• A tömegközéppont eltolódása a
”
kezdeti

poźıcióban”: ŜExact
1 = 0.3 m, és ŜExact

2 =
0.4 m;

• A kocsi teljes tömege: MExact = 2 kg;

• A motortengely viszkózus súrlódási együtt-
hatója: bExact = 0.1 N m s rad−1;

• A hajtások áttételi tényezője: νExact =
0.1,dimenziótlan;

• A motortekercs ohmikus ellenállása:
RExact = 1 Ohm;

• A motortekercs induktivitása: LExact =
0.5 H;

• A motor nyomaték-együtthatója: KExact =
0.01 N m A−1 (Általában a Kt nyomaték-
együttható határozza meg a motoráram és a
kifejtett forgatónyomaték kapcsolatát mint
T = Kti, ahonnan annak mértékegysége
ered. A motor mint generátor által generált
elektromotoros erő (

”
back EMF”) arányos a

motortengely forgásának szögsebességével:
e = Keq̇

Mot. Az SI mértékrendszerben e
két konstans egymással megegyezik, ezért

ı́rható, hogy K
def
= Kt = Ke [34].)

• A motor forgórészének tehetetlenségi nyo-
matéka: ΘMotExact = 0.01 kg m2;

• A kerekek sugara: rExact
w = 0.1 m;

• A két kerék közti távolság fele: DExact =
1 m;



function [ki]=szigmoid(x)

ki=x/(1+abs(x));

endfunction

function [Req]=G(desired,past_exerted,past_observed)

global Ac Bc Kc

error=norm(past_observed-desired,’fro’);

if error>1e-4 then

e_direction=(past_observed-desired)/error;

B_factor=Bc*szigmoid(Ac*error);

Req=(1+B_factor)*past_exerted+B_factor*Kc*e_direction;

else

Req=past_exerted;

end

endfunction

2. ábra: A G adapt́ıv függvényt megvalóśıtó SCILAB kód

A közeĺıtő modell paraméterei:.

• A tehetetlenségi nyomaték számunkra
érdekes adatai a

”
kezdeti poźıcióban”:

Θ̂Approx
11 = 7 kg m2, Θ̂Approx

22 = 8 kg m2;

• A tömegközéppont eltolódása a
”
kezdeti

poźıcióban”: ŜApprox
1 = 0 m, és ŜApprox

2 =
0 m;

• A kocsi teljes tömege: MApprox = 2.5 kg;

• A motortengely viszkózus súrlódási együtt-
hatója: bApprox = 0.05 N m s rad−1;

• A hajtások áttételi tényezője: νApprox =
νExact;

• A motortekercs ohmikus ellenállása:
RApprox = 1.5 Ohm;

• A motortekercs induktivitása: LApprox =
0.55 H;

• A motor nyomaték-együtthatója:
KApprox = 0.02 N m A−1;

• A motor forgórészének tehetetlenségi nyo-
matéka: ΘMotApprox = ΘMotExact;

• A kerekek sugara: rApprox
w = rExact

w ;

• A két kerék közti távolság fele: DApprox =
DExact;

A szabályozó ciklusideje 1 ms volt. A
szabályozó paraméterek beálĺıtása az alábbi
volt: bbal = 0.5, βkin = 0.5, w = 5 × 10−2,
Bc = −1, Kc = 104, Λ = 3 s−1, Ac értéke han-
golva volt.

A
”
PID” és a

”
vágott PID” szabályozók

pályakövetési hibája szinuszos moduláció és fix
izotrop (κ2 = κ3 ≡ 1 ) beálĺıtás esetén a 3.

ábrán látható. Világos hogy mı́g általában az
integráló tagok jav́ıtani szokták a pályakövetés
pontosságát, a speciális kinematikai kényszerek
mellett ezek még vágott formában is inkább
destabilizálják a szabályozót. A továbbiakban
ezért nem foglalkozunk az integráló tagot tar-
talmazó megközeĺıtésekkel.

A 4. ábra a PD és
”
mohó PD” nem dina-

mikus adapt́ıv szabályozók pályakövetési hibáit
fedi fel szinuszos modulációra és az attól mentes
esetre. Jól látható, hogy az adapt́ıv

”
mohó PD”

pályakövetési pontossága lényegesen jobb, mint
a közönséges adapt́ıv PD szabályozóé. Az is
látható, hogy a moduláció kissé jav́ıt a követési
pontosságon. A 5. ábra ugyanezen szimulációk
(x, y) śıkon végzett pályakövetését mutatja.

A 6. ábra a
”
mohó PD” pályakövetés q̇r és

q̇l szögsebességeit mutatja, és felfedi, hogy a szi-
nuszos moduláció miért jav́ıt a pályakövetésen.
A legnagyobb frekvenciájú változás az RFPT
alapú adaptivitás folyománya, a valamivel ki-
sebb frekvenciájú pedig a nominális pálya mo-
dulációjáé a modulált esetben.

Annak bemutatására, hogy az RFPT alapú
adaptivitás lényeges szerepet játszik a pon-
tos pályakövetésben, elkésźıtettük a 7. és 8.
ábrát, melyek önmagukért beszélnek a 4. és 5.
ábrákkal való összevetésben.

Az adapt́ıv tanulás lényegét fedi fel a 9. ábra:
mı́g a

”
ḱıvánt” és a

”
szimulált” értékek egymás

közelében vannak, a
”
deformált” értékek ezektől

durván eltérnek. Az is jól látható, hogy a szi-
nuszosan modulált nominális pályára az adapt́ıv
tanulás jobban működik.



3. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem dinamikus (κ2 = κ3 ≡ 1 eset) adapt́ıv szabályozó
pályakövetési hibája PID szabályozás (bal oldal), és

”
vágott PID” szabályozás (jobb oldal) esetén

[θ: fekete, x: kék, y: zöld vonal]

4. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem dinamikus (κ2 = κ3 ≡ 1 eset) adapt́ıv szabályozó
pályakövetési hibája (felső sor), és modulált pálya (alsó sor) PD szabályozás (bal oldal) és

”
mohó

PD” szabályozás (jobb oldal) esetén [θ: fekete, x: kék, y: zöld vonal]

5. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem dinamikus (κ2 = κ3 ≡ 1 eset) adapt́ıv szabályozó
pályakövetése az (x, y) śıkon: szinuszos pályamoduláció nélkül (felső sor) és modulációval (alsó
sor), és PD szabályozás (bal oldal),

”
mohó PD” szabályozás (jobb oldal), [nominális pálya: fekete,

szimulált pálya: piros vonal]

8. Összefoglalás, következ-
tetések

A közleményben két akt́ıv, DC motor
hajtású kerékkel mozgatott és egy passźıv

tartókerékkel alátámasztott, pontatlan dina-
mikai paraméterű modellel léırt robotkocsi
RFPT alapú adapt́ıv dinamikai szabályozását
vizsgáltuk. A szimulációs számı́tásokban a
modell-pontatlanságok formai következményeit



6. ábra: A nem dinamikus (κ2 = κ3 ≡ 1 eset) adapt́ıv szabályozó q̇ értékei: szinuszos
pályamoduláció nélkül (felső sor) és modulációval (alsó sor),

”
mohó PD szabályozás” esetén a

pálya kezdetekor (bal oldal) és vége felé (jobb oldal) [q̇r: fekete, q̇l: kék vonal]

7. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem adapt́ıv szabályozó pályakövetése (felső sor), és
modulált pálya (alsó sor)

”
mohó PD” szabályozás esetén: nem dinamikus pályakövetéssel (bal

oldal) és dinamikus pályakövetéssel (jobb oldal) [θN: fekete, xN: kék, yN: zöld vonal, θ: piros, x:
lila, y: okker vonal]

is figyelembe vettük, nevezetesen azt a
körülményt, hogy a dinamikai paraméterek
pontatlan ismerete miatt a rendszer mozgása
nem ı́rható le a tömegközéppont mozgásának
és a körülötte való forgásnak a követésével,
mivel a tömegközéppont helye nem ismert.
Emiatt a mechanikai rendszer dinamikai
mozgásegyenletei szétcsatolt LTI rendszer
helyett általános csatolt, nemlineáris formát
öltenek, amihez nem olyan egyszerű szabályozót
tervezni, mint az LTI rendszerekhez. A feladatot
tovább bonyoĺıtotta a rendszer alulhajtottsága
valamint az anholonom kinematikai kényszerek
jelenléte, valamint a DC motorok indukti-
vitása, ami miatt egy harmadrendű nemlineáris
szabályozó rend-csökkentett változatát kellett
kidolgoznunk.

A feladat megoldására, felhasználva, hogy
az RFPT alapú szabályozók egymástól tel-
jesen független kinematikai és dinamikai ter-
vezést tesznek lehetővé, különböző kinematika-
ilag megfogalmazott pályakövetési stratégiákat
vizsgáltunk (PID jellegű, az integrált tagban
vágott PID, PD,

”
mohó PD” passźıv és akt́ıv

hibasúlyozási stratégia mellett. A szimulációs
számı́tások elvégzése után azt találtuk, hogy
mı́g általában az integráló hiba-visszacsatolás
jav́ıt a pályakövetési pontosságon, az anholonom
kényszerek miatt esetünkben könnyen okozhat
divergenciát és destabilizálhatja a szabályozót.
A PD alapú szabályozás jól működik, és
eredményein jelentősen jav́ıt a

”
mohó PD”

változat használata, amely nem a végtelenben
eltűnő, hanem véges idő alatt lenullázódó



8. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem adapt́ıv szabályozó pályakövetése az (x, y)
śıkon (felső sor), és modulált pálya (alsó sor)

”
mohó PD” szabályozás esetén: nem dinamikus

pályakövetéssel (bal oldal) és dinamikus pályakövetéssel (jobb oldal) [nominális pálya: fekete, szi-
mulált pálya: piros vonal]

9. ábra: A szinuszos modulációtól mentes, nem dinamikus (κ2 = κ3 ≡ 1 eset) adapt́ıv szabályozó

”
ḱıvánt=Des”,

”
adapt́ıvan deformált”, és

”
szimulált” q̈ értékei: szinuszos pályamoduláció nélkül

(felső sor) és modulációval (alsó sor),
”
mohó PD szabályozás” esetén (bal oldal) és erős ki-

nagýıtásban (jobb oldal) [q̈Des
r : fekete, q̈Des

l : kék vonal, q̈Def
r : zöld, q̈Def

l : piros vonal, q̈r: lila,
q̈l: okker vonal]

pályakövetési hibát ı́rna elő.

Vizsgáltuk továbbá a követendő pálya kis
szinuszos modulációját, ami jobban tanulható
mozgásra vezetett

A számı́tásokban a 3 adapt́ıv paraméter értéke
közül kettőt fixáltunk és egyet hangoltunk, de
helyhiány miatt a hangolás részleteivel a jelen
közleményben nem tudtunk foglalkozni.

Összefoglalva megállaṕıtható, hogy az
RFPT alapú adapt́ıv szabályozás alkalmas
és hatékony eszköznek tűnik a modellhibák
és a rendcsökkentés következményeinek kom-
penzálására és különböző, kinematikailag
megfogalmazott pályakövetési stratégiák ki-
nematikai kényszerek által engedett legjobb

közeĺıtésének megvalóśıtására.

Mivel e módszernek van egy MRAC
szabályozást megvalóśıtó változata is, a
továbbiakban érdemesnek tartjuk annak szi-
mulációs vizsgálatát is robotkocsira. Ennek
lényege lenne, hogy amennyiben a kinematikai
pályakövetés emberi vezetőtől származik, a
humán vezető várhatóan könnyebben boldogul
egy tömegközéppont körüli mozgást imitáló
LTI jellegű referencia modellel, mint a valóság
nemlineáris, dinamikailag csatolt modelljével,
tehát egy MRAC szabályozás jelentősen
megkönnýıthetné a vezető dolgát.
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from 28 to 30 August 2013, Budapest, Hun-
gary, pages 1–6, 2013.

[14] Z. Bai. Krylov subspace techniques for
reduced-order modeling of large-scale dyna-
mical systems. Applied Numerical Mathe-
matics, 43:9–44, 2002.

[15] B. Davies. Integráltranszformációk és alkal-
mazásaik (in Hungarian). Műszaki Könyv-
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équations intégrales (About the Operations
in the Abstract Sets and Their Application
to Integral Equations). Fund. Math., 3:133–
181, 1922.


