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Absztrakt: A logisztikai halézatok analizise so@matatlanul éltérbe kerliinek azok a sajatossagok, ill.
specialis tulajdonsagok, amelyek az ellatasi l&tlegéldl adédan vannak jelen. llyenek azok a véletlen
jelenségek, sztochasztikus folyamatok, amelyekosaor kapcsolédhatnak a logisztikai lanc analizséhe
aszerint, hogy a folyamatokat milyen mélységébengaljuk. Az ilyen jelenségek leirdsanak egyik ézek

a véletlen grafok alkalmazasa és a tanulmany asakisérletet, hogy az egydzémgisztikai alapmodellt
ezekkel az eszkdzokkel irja le, illetve bemutassatlatlen grafok alkalmazasi leldiségeit a logisztikai
modellezések tovabbi terilletein.

. G(n,M)-el jelélt véletlen grafot lIétrehozhatunk Ggy, haeyy
1. BEVEZETES n elenti cslicshalmazhoz az éleket véletlengepr adjuk
Az IFFK 2013 konferencian bemutatott (Domotorfi,13) hozza. A kildnbod véletlengraf-modellek  kuldnbéz
kutatasi téma folytatdsaként - melyben megfogalsraza valdszitiséggel hozzak Iétre az egyes grafokat.

kerlltek a modern kori logiszikat jellethzébb tulajdonsagok
- jelen kutatds arra tesz kisérletet hogy ezen risshée
alapozva alkalmazzon olyan grafelméleti m(’)dszerekeﬁZ
amelyek a logisztikai lancban réjkapcsolatok modellezését 5 1 | v/ajt0zata
tovabbi matematikai 6sszefliggésekkel egészitik ki.

Egyre inkabb megésitést nyert, hogy a logisztikai E_gy__enb’ valosziriséggel valaszt az Ossze,s adott élszamu graf
modelleken elvégzett tovabbfejlesztések és az asifity <0zl Ez a modell olyanG(n,M) grafokat tartalmaz,
csokkentésére vonatkozo torekvések helyes iramyirgk és Melyeknek pontosah é€liik van es minden egyes ilyen graf
ramutatnak a kutatds multidiszciplinaris jellegéBzek a Pontosan egyforma valostiseggel fordul &l.
célok sok terlleten maguk utdn  vonjak
kozlekedéstudomanyhoz szorosan kapcsolédé tudorean
maodszereket is. Nagyon sok parhuzamosséag allapithag
és ennek kapcsan j6l 6ssze lehet hangolni a |dgaszt
folyamatok  analizisét a  koOzlekedési  rendszer
folyamatanalizisével. A pozitiv dinamikus rendskere
elméletéldl kiindulva és a nagyméretkodzuti haldzatok
elméletére tamaszkodva, tovabbi fontos kutatadilgerez
utdébbinak és a logisztikai hal6zatok elméleténgickalata és
ennek feltardsa. Mivel a logisztika ma mar nem iélkheti a
modern iranyitadselmélet eszkozeit sem, a modellpmEiett
fontos az iranyitasi kérdések vizsgalata is! A tagaszallitasi,
logisztikai, elosztasi-terhelési problémak vizstgda, A véletlen grafok elmélete a matematikai kutatakokében
optimalasara szimulacios modellek készitésére, bto&a nyitott meg egy teljesen U terlletet, amélyrhamar
konkrét feladatok korében téri€alkalmazasara iranyul. bebizonyosodott, hogy ennek kiemeliked fontos gyakorlati
. P jelensége is van. Az elmélet a véletlen grafok olyan

2. ELMELETI HATTER tulajdonsagait targyalja, melyek nagy valésisiggel
A véletlen graf olyan graf, amely valamilyen véetfolyamat fordulnak eb a grafok bizonyos eloszlasa esetén.
soran jon létre. A véletlen grafok elmélete a grafdet és a Megvizsgalhatd egy meghatarozotésp érték esetén, hogy
valosziriségelmélet hatarteriiletét fedi le és a véletlefogra mekkora a valoszirsége annak, hog®(n,p) osszeflig§? A
tulajdonséagait vizsgalja (Barabasi, 2003). A véletjrafokat kérdések tanulmanyozasakor a kutatas gyakran dlerele
elészor Erds Pal és Rényi Alfréd hatarozta meg (@&d grafok aszimptotikus viselkedésére Osszpontosubkraz a
Rényi, 1959) kozos cikkilkben. Egyesticsbol éd élsl allo kérdésekre, amelyeket akkor tapasztalnak, haerteke igen
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Az Erdss—Rényi modell két rokon véletlen grafok&litasara
olgalé modell neve.

2 Il. Véltozata

Minden él egymastdl fiiggetlendl, egy adott valoszéggel
ekan behlzva. A legtdbbet tanulméanyozott modell edt&-
ényi modell, jeleG(n,p), melyben minden élt a tdbbit
fuggetlendl p valosziiséggel hozunk létre. Az utdébbi modell
felfoghat6, mint aG, jelii véletlengraf-folyamat pillanatképe
egy adott pillanatban. Ez a folyamat egy sztocliaszt
folyamat, amelyn csdccsal indul, melyet nem koétnek 6ssze
élek és minden egyes Iépésben egy Uj élet hozdgyfmrma
val6sziriséggel valasztva a hianyzé élek halmazabdl.
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nagyra novekszik. A perkolaciéelmélet pl. a véletgafok A matrix egyes elemei az adott input-irdnybol ayesgoutput-
Osszefuiggségével foglalkozik abban az esetben, ha a véletl@anyokba kihajtdé gépjartivek szazalékos eloszlasat
gréaf véletlen nagy. (Bollobas, 2001) mutatjak.

3. GYAKORLATI ALKALMAZAS A becslési eljarasoknal jeldist segitséget nyudjtanak a modern

fer i s T - . . irdnyitaselméleti eredményeinek is. Ebben a vorzdigioan pl.
Az ellatasi és logisztikai lancok tipizalhaték a nhék Killdndsen alkalmas a Kalman —iess felhasznalasa.

megjeled termék(ek) szerint. (D6EmMOtorfi, 2013) Ugyanakkor

k6z0s hasonlosag, hogy a kilonbdipusu ellatasi lancokat és 3 5 Eljutas valészifsége a halézat (graf) tetleges masik
azok megfelél modellezheiségét a beagyazottsag szintie o akiorara

hatarozza meg. Szintén egylttesen érvényes meigadiap

hogy a halozatban réjl kapcsolatokat bizonyos fokl A jarmi-és szallitasi folyamatok iranyultsaga kovetkeztéhe
determintaltsag jellemzi (pl. beszallitd-ekapcsolat ére  yizsgalat targyat képézalozati graf iranyitott graf. Ezen az
meghatarozott szefdés alapjan). A determinaltsag szintjét azranyitott halézati grafon egy tetdegesj élrél valamelyik
hatarozza meg, hogy az ellatasi lancot milyen néglgben hozza csatlakozé élre véletlen valasztassal lépitkaz
vizsgaljuk, mivel az egyes szinteken és azokonl b&ti@joV  jranyitasokat és a j végpontjan déestcsra definialt diszkrét
kapcsolatrendszerek is részben véletlerigrerkialakuld yalsziriség-eloszlast figyelembe véve. llyenkor a halézati
grafoknak tekinthék. Ennélfogva a véletlen grafok szerepe gerhelés és forgalomelosztas optimalasa szemponhfi@itos
sztochasztikus  modellezésben elmeleti €s  gyakorlglrdeés, hogy mekkora annak a valéigéye, hogy a halozati
szempontbdl is egyarant jelést Vegylk ehhez a graf egy tetsilegesi élére érkezunki, j= 1,2,....n° A
legegyszeiibb logisztikai viszonylatot az A-bol B pontbaygletien grafok korében ez esethjeélbsl induld ési élben
torters eljutast. végsds véletlen iranyitott részgrafokat vizsgalunk, anedly
a gyakorlati szempontbdl, valamilyen valésid@ggel

3.1 Honnan-Hova (Origin-Destination) matrix bekdvetke# Gtvonalak.

A logisztikai halézati grafon a pontos forgalmi ymdt A gyakorlati probléméaknal figyelembe veéndz i és
felméréséhez az egyik legfontosabb informacié amyh sebesség is, mivel a kilonigozdépontokban valtozhat a
ismerjink, hogy az egyes jaiirek honnan-hova és milyen csicsokban a disztriblcio is (térgigrobléma). A Honnan-
utvonalon kozlekednek? A kozuton kozlekgdrmivek egy Hova problémandl vizsgalhatunk, cgabél indul6 homogén
része dedikalt jarth Helyzetiilk, mozgasi péalyajuk kdnnyenfolyamatokat és ezekre meghatarozott disztribltjokke
meghatérozhat6 a kors#erszkdzokkel. A jariivek tobbsége vizsgalhatunk minden lehetséges cslcsbdl  kiinduld
azonban a tervék szamara véletlen mozgést végez a halézatihomogén folyamatokat is. (t6bb input probléma)

grafon, altalaban nem tudjuk, hogy éppen hol hddgdik el

és azt sem tudjuk, hogy honnan hova tart? 3.3 Mikroszkdpikus modell

A koziti halézatokon a forgalmi folyamatok analéngl a Az yj vizsgalat véletlengraf-elméleti analiziselekalmaz,
nehezen, vagy egyaltalan nem mégtfergalmi paraméterek amely tamaszkodik a nagymérehalézati modellre, annak
meghatarozasara a szakirodalomban jéteszerepet kapnak anyagaram disztribtcidjara, amely minden halézati é
a kilonbod becslési eljarasok. Ezen a terileten egy igefgpontjaban egy diszkrét valosis@gi eloszlast kovet. A

fontos kérdés az Honnan-Hova matrix meghatarozasaly modell a nemlinearis pozitiv rendszerek osztalyab@azik.
a forgalmi folyamatok iranyultsdganak ismereténekettl » o
szolgalja az optimalis tervezését. A pozitiv rendszerek edsdefinicidjat Luenberger adta mey:

_ o pozitiv rendszer egy olyan rendszer, amelyben az
Ebben az esetben az szakirodalombdl ismert beCS|gﬂbpotVé|tozék nem negativafcuenberger, 1979) A vizsgalt
modszerek arra vonatkoznak, hogy ha egy adott KOz{zuti kozlekedési folyamatok tobbségében az attdpo
hal6zatnal (részrendszernél), valamelyokietesztmetszet gredeti fizikai jelentése alapjan megfelelnek ennak uj
esetén ismert az inputok egetében aF('jbb iranydf@lbdo €s halozati modellt ténylegesen mas graf irja le. Adkdti
az outputok esetén a tobb irany felé kihalado j&ek szama, forgalom lebonyolitisa valéjaban elemek (szakaszok)
akkor keépesek vagyunk becstini azt, hogy a behaladgkasaganak a dinamikus kooperaciéja. A kooperacio
jarmivek milyen iranyokban tavoztak. Ez a becslégtadas és befolyasolas, amely allapottél éssidtiggs. Az
természetesen egy konkrét egyedi jaresetében nem tud egész haldzatot tekintve, ténylegesen szakaszopekalmak
informaciot szolgaltatni. A becslés azt az inforibdudja szgkaszokkal és ezek a szakaszok (elemek) alkatiak
nydjtani, hogy az egyes inputokat tekintvéijik varhatoan, jranyitott halozati graf csucsait. Az élek dinanskelaciok.
mekkora jarniarany haladt ki az egyes outputok iranyaban. Ezek a dinamikus relaciok egyszerre szabalyoznaklaat

A szakirodalomban a Honnan-Hova matrix a becsifePesseget es anyagaram mennyiséget is! A dinamikus
aranyokat foglalja 6ssze egy matrixban. Azsebszlopban kapcsolati graf altalanos felépitésly médon térkép-haldzat

vannak az inputok (behajté agak) és a# stsban az outputok invarians, barmely varos, kozdti halézat leirhazet a
(kihajté agak). modszerrel. (A dinamikus kapcsolati graf nem deales

térkép-halézati grafnak.) Ha egy szektor esetébalamely
idétartamon az atadott jatiszamot vizsgaljuk, automatikusan
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eIJutunlf a terbeli lefedettséget alkalmaz_o_ 1”‘".‘“??9 XOO" a belg szektorok allapotjellendz vektoranak id
fogalmahoz, amely egy egzakt geometriai definici® & erinti derivaltia
belathaté, hogy barmely parkold is jellemezhetzzel a 12,

P | .
sirtiséggel $U0™a kulgs szektorok allapotjellentz vektoranak id

Osszefoglalva, fontos kiemelni az alabbi eredméeyeR  szerinti derivaltja,
parkolok altalanositott szakaszokként kezdélket és
ugyanolyan dinamikus elemei a halézatnak, mint wolsa
Ennek kdvetkezében, minden allapotjellénéztékkészlete a
[0,1] intervallumban helyezkedik el és egyazon akm
sokasagabdl épil fel a kdzati haldzat dinamikusietife.
(Péter-Bokor, 2007), (Péter, 2007a,b) A nagyntéfeizti
kozlekedési halozati folyamatok matematikai modsitgre
specidlis hipermatrix struktdrat adtunk meg, anegly (nem
feltétlendl egyszeresen Osszeftipg tartomanyban
elhelyezked hal6zat esetén leirja a halézati elemek kt’)zbtﬁ
belss-belss, kilss-belss, bels-kilss és a  kil§-kilsé
kapcsolatokat. (Péter, 2005), (Péter-Bokor, 20(Pgter,
2007a,b) és (Péter, 2008).

Osszefoglalva: a kapcsolati hipermatrix felhaszsétal egy
egységes matematikai modellt allitottunk fel. Ucpletor, a
forgalmat leir6 térkép-graf, minden kezdeti kiindkiblapja és
ez a valésagot képviselve, mindig jelen van a nibde| de

,el van fedve” a modellezés soran. Ez eredményaziregy

a felit matematikai modell formailag egy egységes,
Luniverzalis halézati forgalmi” modell, amelyben egy-egy
térképre utalé sajatossagok csupan a kapcsolatrixmat
lemeinél jelennek meg. Fentiek alapjan, az egyes
apcsolatokat befolyasold, pl. a domborzati, égtiajlatasi,
Utviszonyok stb., minden esetben figyelembe vanréale a
kapcsolati matrixok azon elemeinél, amelyekre dzataak,
igy pl. az ott felirt sebesség-jaisiriiség fliggvényeknél is.
Fontos tehat kiemelni az alabbi eredményt: tid¢ges zart
gorbe altal kériulhatarolt tartomany esetében metdaabels

A KB bel$ kapcso|atokat leird hipermétrixné' mindenfélés kulﬁhélézat nikodését egyszerre leiré uni\{erzé"s halozati
kapcsolat fellép, kivéve a kidisilss kapcsolatokat. A~ forgalmi modellt €s a belsés kil$ halbzati folyamatok
kiils3 kapcsolatokat leiré hipermatrixnal pedig mindemfélMikodeset leiro nemlinearis pozitiv differencialedgen
kapcsolat fellép, kivéve a békbelss kapcsolatokat. A ks~ rendszert. (Péter, 2008)

bels ill., belss-kiils6 kapcsolatokat &g és Kk egyarant
tartalmazza. A két hipermatrix halmazelméleti uaigj
hatarozza meg a teljes kapcsolati rendszert ledgdolati
hipermatrixot.

3.3.1 Az univerzdlis és ai&ttett haldzati forgalmi modellt

3.3.2 Globélis hal6zati modell felirasa

A héal6zat mérete tet8leges, aKii matrixok mérete két

irAanyban médosithaté, vagy mindaddig, aiigel nemtinik,
K s) K S vagy addig, amig &11 matrix el nem inik. Mindkét eset

K=K, U Kg :{ 1(%8) Kip(X )} ekvivalens, megkapjuk az autoném globalis modellt.
Ka(Xx9) Kyp(Xxs) 1)

Ahol: K, Kk KgOOOmxm K, Oomn Kq,00™m,
Ko OO™n K o,00™M és xdOn, sad™.

A globalis halozat egyenlete az alabbi differeregdenlet-
rendszer, amely pozitiv nemlinearis rendszdf;amatrix és
a fentiek alapjan Metzler matrix. Az ilyen rendsger
matematikai vizsgélata rendkivil izgalmas és moteniiet.

A belsS és kil$ halézat nikodését egyszerre leird altalanos

-1
hélézati modell a kovetkéz x=(L) Ky(x)x 4)
X| <|_>71 Ku(xs) Ky,(xs) | x Ahol: L = diag{ls, ... ,h}, |i a Batloban a bels szakaszok
$ (P [Kau(x9) Ky(xs)]s hossza [I>0, i=1.2,...n), K.0O0™  xoon XOO",
© részletezve:
L P ‘
Ahol: < >a bel$ szektorok ég > a kulg szektorok hosszat :18 :12((?) (5)
tartalmazo diagonalis matrixok: : '
X= X=

<|_>:<|1,|2,...,In>, <P>:<p1, pz,---,pm> (3)

A Ki1 ésKy; fédiagonalisdban 0 vagy negativ értékek lépnek

fel, minden mas elemiik nemnegativ értéket vesAfel;, és  Ahol:

K21 minden eleme nemnegativ értéket vesz fel. Tehdit az

matrixok Metzler matrixok, kovetkezésképpen az ldkta

meghatéarozott teljes kapcsolati rendszert lér&apcsolati [
Vi =~

%(1) (1)

n
hipermatrix is Metzler matrix. Ahol: Z:vri ]
r=1L;(r #i)

(6)

xOO" a bel$ szektorok allapotjellengzvektora,

sO0™ a kuls szektorok allapotjellengzvektora,
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O Q) (0-1) ®)

O] V12 Vii Vind  Vin G21 a2
21 - >
® Vi
(r) Vri1 Vr2 Vri Vrn-1 Vrn
(0-1)
(n) Vn1  Vn2 Vn i Vnn-1
1. abra. K: Elemei 2. &bra
Részletezve: Atmenetval6szitiségek:
n 0 0 0 00
Vllz—( ZVrl @) 0o 1 0 000
r=1,(r#1) agqp agp 0 000
K= 0o 0 a453000
n
Var :_( erz (8) ¢ 0 953000
|'=1;(|'¢2) 7(!6,1 0 0 00 q (13)
n
Vo, = va_l (9) O lépés:
r=1;(r#n-1) [p]
n 0
Vnn =7 Zvrn (10) 0
r=1L(r#n) X:= 0
A sebesség és anyagmennyiség szabalyozasa egyslmrile 0
V.
meg a kapcsolati matri¥ elemében, mivel a matrix és Lo (14)
allapotjellem# vektor szorzataban szerd¥l i, a 1. lépésX:=evalm(K&*X)
forgalmat leir6 szorzatoknak tényleges sebességéket r
siriiségeket kell figyelembe venni: 0
Y @O, X(0.6.6) X O)T; OLF KO Ha (<055 ()9 3 (11) ag 1P
X:=
igy adodik, hogy a kapcsolati matrixban az alakdgpdsolati 0
sebesség jelenik meg: 0
L6, 1P (15)

v, = SO, (0,88 CEX O)3, OF ()12, 6.0 600 (12)
) i . i .. . 2.lépés, itt mar minden atadas megvalosult, e2gleges
3.4 A dinamikus modelibszarmaztatott valosziségi matrix. - eredményX:=evalm(K&*X)

A 3.3. fejezetben ismertetett dinamikus modellalanazza az P

aj >0 disztribldcidkat. Eb#l szarmaztathatdé gbol torténs 0
kiinduldst koveten, barmely lehetséges utvonal-terv az 1P
megvalosulasanak valosisege, amely konkrét esetekben Vo
napszaki, napi, szezonalitastol és meteorologamnésiyekd!

is fugg lehet. A szamitds menetére mutatunk be as, 303 1P
mintapéldakat, soros és parhuzamos Utvonalak seisp
szemléltetve (2., 3. abrak), az utvonal szakasditer L 961P ] (16)
tartozkodasok  valdsziségének meghatarozasara. A

mintapéldakban=1 és ezenp valodsziriséggel tartdzkodik

kiindulaskor a jarr.

04, 303 1P
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daf)

O3z=1

1

aey(t): otzg(t)

3. 4bra
Atmenetvaloszitiségek:
[ 1 0 0 0
ap 1 0 0 0
0 agp 0 O
K:=| 0 0 a430
0 0 a5 3 0
ag, 1 0 0 0
L O 0 0 0
0. Iépés:
S
0
0
X=l 0
0
0
L O J
1. IépésX:=evalm(K&*X)
S
az, 1P
0
X:= 0
0
g, 1P
L 0 i

2. lépésX:.=evalm(K&*X)

p

ap 1P+ap gap 1P

ag 202 1P
0
0

ag, 1P

Online:
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o] @7

(18)

19)

(20)
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3 lépésX:=evalm(K&*X)
I p
ap, 1P+ap a6 1P

ag plap 1P+ap gag, 1P)

04,303 202 1P

05,303 202 1P

ag, 1P

L 0 ] (22)
4. |épésX:=evalm(K&*X)

p
ap 1P+ap gag 1P
ag, 2(ap 1P+ap gag, 1P)
0y, 303 2(ap 1P+ap gag 1P)
a5, 303 2(ap 1P+ ap gag 1P)
ag, 1P
L 0 J (22)

5. Iépés: innen mar minden atadas megvalosult,végleges
eredményX:=evalm(K&*X)

p
ap 1P+ap gdg 1P
ag p(ap 1P+ap gag 1P)
0y, 303 2(ap 1P+ap gag 1P)
a5, 303 2(ap 1P+ap gag 1P)
ag, 1P
L 0 J (23)

4. KONKLUZIO

A modellezés soran bélsuniverzalis halézatot vizsgalunk,
melyben csak az; diszkrét valoszitiségi eloszlast kovét
valtozékat adjuk meg.

A vizsgalt kiindulasij szakaszon 1 (vagy) valdsziriséggel
van a jarnd. matrix miveletet mindaddig folytatjuk, amig a
vizsgalt hal6zat mindein-ik szakaszan (szektordban) mar nem
véltozik (azaz stabil) g valésziriség(i=1,2,...,n).lly médon
hataroztuk meg a valostiségi vektort, amely az-ik
szakaszra érkezés valoddage a tetdteges n mérefi
hélézaton.

Tehat: vizsgalhatunk tetdleges j-61 indulé egyedi jarrivet,
amely a vezét napi szokasai szerint végez mozgast a
hal6zaton. Vizsgalhatunk folyamot, amghlyél indul, és a
szétosztasok szerint juthat etbe. Itt idbeliséget is
vizsgalhatunk. A modszer direkt, gyors, iranyitasi
alkalmazhatdsaga van, a szétosztasi pontokon &ibliszd
mindig sokasag atlag, amely kilénBoadaérked szerepdk
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Véletlen grafok és logisztikai alkalmazasai
Dr. Péter Tamas, Domotorfi Akos

kilonb6a véletlen utazasi tervelb  adodik. vételével torténik, (mifség, koltség idl tényedk szerepelnek
Infokommunikacios technoldgidk (pl. GP8Hszarmaztathatd ebben). Ezt az ellatasi lanc tipusatdl foeyg 6ssze kell allitani,
adatok) alapjan ma mar tudjuk régziteni az egyess lehet szimulalni is, ha megadjuk az egyes célféigyek
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Itt abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogtg#leges vétele és azok modelibe toréemtegralasa.
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